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POKYNY KE STUDIU
Mechatronika prumyslovych roboti

Pro ptedmét Mechatronika v 1. semestru navazujiciho studia oboru Robotika jste obdrzeli
studijni balik na CD-ROM obsahujici:

e Uucebni text ,,Mechatronika primyslovych robotti*
o sadu referencnich piikladl v prostiedi Mathcad
e sadu instruktaznich animaci k feSenym piikladiim a u¢ebnimu textu

Ucebni text je doplnén fadou komentovanych animaci a feSenych ptikladu v prostiedi Ma-
thcad, které jsou spoustény pomoci hypertextového odkazu pfimo z uc¢ebniho textu. Pro za-
chovani spravné funkénosti hypertextovych odkazl animaci a feSenych piikladu je nutno pii
vytvareni kopie ucebniho textu dodrzet originalni datovou strukturu u¢ebniho textu dle obraz-
ku a nazvy jednotlivych adresaiu:
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Nadrizenad adresaiova struktura i nidzev adresafe, ve kterém jsou vlastni zdrojové adresate
Animace, Mathcad a Ucebni_text jsou nepodstatné.

Prerekvizity

Pro studium tohoto pfedmétu se piedpoklada absolvovani bakalaiského studia na Fakulté
strojni. Vzhledem k tomu, Ze pouZzity software je pouze v anglické verzi, je nezbytné, aby stu-
dent znal aspon zaklady technické anglictiny a byl schopen zvladnout zakladni pojmovy apa-
rat.

Cil predmétu

Cilem vyklady je seznameni posluchacii s metodami vypoctt a s aplikaci numerickych vypo-
Cetnich metod v oblasti kinematiky a dynamiky pramyslovych robotd a manipulatoru a jejich
fizeni.



Vyklad metod modelovani kinematiky a dynamiky je proveden pro typické mechanismy robo-
ti a manipuldtord s vice stupni volnosti a vice pohony, pro které¢ pracovni pohyb koncového
¢lenu vznika slozenim aktivnich pohybt jednotlivych ¢lankt. Pro tyto mechanismy jsou ty-
pické velké a rychlé zmény hmotnostnich parametri (momenty setrvacnosti), které znesnad-
nuji navrh subsystému fizeni a omezuji pouziti adaptivnich algoritmi. Z téchto divodu je po-
zornost vénovana také vyjadieni dynamickych vlastnosti mechanického subsystému ve formé
vhodné pro syntézu regulatorii polohy a rychlosti. V soucasné dob¢ se pievazné pouzivaji pro
polohové fizeni primyslovych robotii dvé zékladni koncepce fizeni — fizeni kinematické a
fizeni momentové (dynamické). Kinematické fizeni je zaloZeno na feSeni inverzni ulohy ki-
nematiky (vypocet zadané polohy jednotlivych pohybovych vazeb pifi znamé zadané poloze
koncového bodu efektoru a jeho orientaci), kdy polohové zpétnovazebni fizeni je realizovano
pouze na trovni kinematickych veli¢in pohond. Tento zplsob fizeni nebere v uvahu vliv setr-
vacnych hmot ramen robotli a manipulatorti a predmétu manipulace, coz pii dneSnich vyso-
kych pozadavcich na dynamiku pohybu — velka zrychleni, vysoké manipulované hmotnosti
nepfinasi pozadovanou kvalitu fizeni. Rizeni momentové je zaloZeno na vice ¢ méné sloZitém
matematickém modelu dynamiky mechanismu a dopliiuje vypocet zadanych poloh jednotli-
vych pohybovych os vypoctem pozadovanych momentd, které musi jednotlivé pohony béhem
pohybu a zrychlovani vyvinout. Tento zpusob fizeni je dnes u primyslovych roboti pouzivan
ptevazné. Skriptum si kladé za cil pfipravit absolventy strojnich oborti pravé na tuto ¢ast syn-
tézy fidicich systémd.

Pozornost je vénovéna otevienym kinematickym strukturdm primyslovych robotli a matema-
tické modely se dotykaji pouze prostorovych soustav tuhych téles, tj. neni zde uvazovano
S pruznosti ¢lankt ani jejich vazeb. Zavéry a postupy modelovani lze vétSinou zevSeobecnit a
bez problémi pouzit na jednodussi mechanismy.

Pii vybéru vypocetnich metod je kladen diraz zejména na jejich snadnou algoritmizovatelnost
pro piipad jejich pouziti v ramci vypocetniho programu. Jednotlivé vypocetni metody jsou
zalozeny na maticovém poctu, resp. vektorové algebie, pro jejich praktickou realizaci je nutno
pouzit vhodny vypocetni nastroj. Pro ptiklady v této publikaci byl pouzit matematicky soft-
ware Mathcad a Matlab.

Pro koho je pfedmét urcen

Modul je zatazen do Navazujiciho magisterského studia oboru Robotika, ale muze jej studo-
vat i zajemce z kteréhokoliv jiného oboru Fakulty strojni. Skriptum je uréeno pro kon-
struktéry, vypoctare a védecké pracovniky v oblasti slozitych prostorovych mechanismd, ja-
kymi roboty a manipulatory bezesporu jsou, a nabizi snadno aplikovatelné vypocetni metody,
pouzitelné jak pro konstruktéra mechanického subsystému — vypocet reakci v pohybovych
jednotkach pro dimenzovani ¢lankd, pohont a pfevodd, tak pro oblast fizeni — model kinema-
tiky mechanismu a model tizeného dynamického subsystému pro moderni ,,momentové* fi-
zeni.

Studijni opora se d€li na tématické bloky, kapitoly, které odpovidaji logickému déleni studo-
vané latky, ale nejsou stejn¢ obsahlé. Pfedpokladana doba ke studiu kapitoly se mize vyrazné
lisit, proto jsou velké kapitoly déleny dale na Cislované podkapitoly a tém odpovida nize po-
psana struktura.



Pii studiu kazdé kapitoly doporucujeme nasledujici postup:

@ Cas ke studiu: xx hodin

Na tivod kapitoly je uveden ¢as potiebny k prostudovani latky. Cas je orientaéni a mize vam
slouzit jako hrubé voditko pro rozvrzeni studia celého pfedmétu ¢i kapitoly. Nékomu se ¢as
muze zdat ptili§ dlouhy, nékomu naopak. Jsou studenti, kteii se s touto problematikou jeste
nikdy nesetkali a naopak takovi, ktefi jiz v tomto oboru maji jisté zkusSenosti.

gﬁ]] Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

popsat ...

definovat ...

vyresit ...
Ihned potom jsou uvedeny cile, kterych mate dosahnout po prostudovani této kapitoly — kon-
krétni dovednosti, znalosti.

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedeni novych pojmu, jejich vysvétleni, vse do-
provazeno obrazky a tabulkami.

Vyklad je doplnén feSenymi piiklady a ukédzkami vypocti z probirané problermatiky.

> Shrnuti pojmi

Na zavér kapitoly jsou zopakovany hlavni pojmy, které si v ni mate osvojit. Pokud nékterému
Z nich jesté nerozumite, vrat'te se k nim jesté jednou.

> Otazky

Pro ovéteni, Ze jste dobfe a uplné latku kapitoly zvladli, mate k dispozici n€kolik teoretickych
otazek.

o0 . ,
Hq Animovany postup - odkaz

Neékteré kapitoly jsou doplnény animovanym postupem feseni problému.
Uspédné a piijemné studium s touto uc¢ebnici Vam pieji autoii vyukového materialu

Vladimir Mostyn a Vaclav Krys
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1 UVOD

Dulezitou soucasti analyzy roboti je uplny kinematicky model mechanického systému, ktery poskytuje
vSechny potiebné kinematické veli€iny jak pro dynamicky model mechanického systému (silové piiso-
beni, zatézovani clankl, dimenzovani), tak pro potfeby fizeni (syntéza regulatorti polohy a rychlosti).
Jedna se zejména o prib¢h polohy a orientace koncového pracovniho bodu v ¢ase a tomu odpovidajici
pribéh polohy jednotlivych ¢lankt mechanismu. Vzajemna poloha ¢lankt je obecné popsana tzv. zo-
becnénymi soufadnicemi (v robotice je Casto pouzivan pojem kloubové proménné — joint variables),
které udavaji vzajemné natoceni V ptipad¢ rotacni kinematické vazby mezi sousednimi ¢lanky, ¢i po-
sunuti Vv ptipadé posuvné (translacni) vazby. Proto je zaveden pojem ,,zobecnéna* soufadnice, kterad
reprezentuje uhel, popi. vzdalenost podle toho, jestli vazba je rotacni nebo translac¢ni. Na Obr. 1-1 je
znazornén prumyslovy robot se tiemi stupni volnosti, jehoz zobecnéné soutadnice g, az g, udavaji
natoCeni a vysunuti jednotlivych ¢lankd, koncovy pracovni bod je v tomto piipadé specifikovan na
hrotu technologické hlavice. Na obrazku zjednodusené kinematické struktury robotu jsou pevnému
podstavci, jednotlivym ¢lanktim i technologické hlavici ptifazeny tzv. lokalni soufadné systémy a zo-
becnéné soutfadnice jsou v dalSich kapitolach definovany jako thly, popf. vzdalenosti mezi pfisluSnymi
osami téchto lokalnich soutadnych systému.

Obr. 1-1

1.1 Zavedeni pojmi a konvence znaceni

V kinematice mechanismt je s vyhodou misto klasického vektorového poc¢tu vyuzivan maticovy
pocet. Z tohoto dlivodu jsou vektory a operace s nimi (soucet, skalarni a vektorovy soucin) vyjadieny
jako matice, popt. maticové operace. Vektory jsou vyjadieny jako sloupcovéa matice a oznaCeny ma-
lym pismenem tucné, slozky jsou oznaceny malym pismenem kurzivou s pfisluSnym indexem. Vektor
p je tedy vyjadien jako sloupcova matice

Py
)
p=|py =[P Py D] (1-1)
P,




Matice jsou oznaceny velkym pismenem tu¢né, jejich slozky malym pismenem kurzivou s pfi-
slusnymi indexy. Skalarni soucin vektort a a b, jehoz vysledkem je skalar ¢, se vypoéte jako soucin
transponované matice vektoru a a matice vektoru b

c=a'b (1-2)

Pro realizaci vektorového soucinu je zavedena polosoumérna (antisymetrickd) matice vektoru,
ktera je oznacena & a je ve tvaru

0 -a, a
a=|a, 0 -a, (1-3)
-a, 3 O

Vektorovy soucin vektort a a b, jehoz vysledkem je vektor ¢ kolmy na rovinu danou vektory a a
b je pak vyjadien jako soucin antisymetrické matice vektoru a a matice vektoru b

c=ab (1-4)

Kromé¢ klasickych ortogonalnich (tfirozmérnych) soufadnic je v kinematice mechanismu
s vyhodou vyuZivano tzv. homogennich soufadnic, které jsou étyfrozmémé. Ctvrta soutadnice je zave-
dena z formalnich divodu a pro soufadnice bodu ma vzdy velikost 1, pro soufadnice vektoru je 0. Prv-
ni tfi soufadnice jsou stejné jako soufadnice ortogonalni. Soutadnice bodu P a vektoru a jsou tedy vy-
jadteny jako sloupcové matice

3 a,
a
p=| a=|" (1-5)
P, a,
1 0

Vzajemnou polohu jednotlivych ¢lankti mechanismu je mozné popsat riznymi zpisoby, u ro-
tacni dvojice napf. uhlem sevienym témito ¢lanky, u posuvné kinematické dvojice vzdalenosti stiedu
posuvné jednotky od jednoho kraje jednotky, po které se posouva apod. V kinematice mechanismi s
pohyblivymi ¢lanky je z praktického hlediska nejvyhodnéjsi popisovat jejich vzéjemnou polohu po-
moci soustavy tzv. lokalnich soutadnych systémi (LCS — Local Coordinate System), které jsou témto
¢lanktm pevné ptifazeny (tj. pohybuji se soucasné s ¢lankem) a jejichZ polohu a orientaci vuci zaklad-
nimu (globalnimu) souradnému systému (GCS — Global Coordinate Systém) je mozno snadno urcit.
Lokalni soufadné systémy budou v dalsim textu i v ptikladech v CAD systému Pro/Engineer oznaco-
vany piislusSnym indexem, napt. LCS,, resp. LCS2. Jednotlivé zobecnéné soutadnice pak jsou defino-
vany na zakladé téchto lokéalnich soufadnych systémi jako orientované vzdalenosti ¢i thly mezi pfi-
slusnymi osami lokalnich systéml. Proménnou, udavajici velikost rotace nebo translace i-té¢ho ¢lanku,
obecné nazyvame zobecnénou soufadnici g; (kloubova proménnd, joint variable) a jednotlivé zobec-
néné soutadnice pro vSechny pohybové jednotky mechanismu s n stupni volnosti tvofi vektor zobec-
néné soutadnice

q=0 G ... Gy (1-6)

Pro urceni polohy pracovniho ¢lanku mechanismu, respektive néstroje je nutné znat nejen polo-
hu koncového bodu nastroje, danou soufadnicemi py, py, p,v zdkladnim soufadném systému GCS,




ale také jeho orientaci v prostoru danou tiemi uhly vi&i osam zakladniho soufadného systému’. Pro
uréeni orientace nastroje je zaveden tzv. pfiblizovaci vektor o, ktery leZi v ose posledniho ¢lanku, resp.
nastroje. Poloha a orientace nastroje je pak dana spojenym vektorem polohy p a orientace 0 nastroje —
tzv. komplexnim (rozsifenym) vektorem polohy w (Tool Configuration Vector), ktery ma Sest soufad-
nic a je definovan

T

w=p OTZ[px Py P, O 0Oy OZ:I (1'7)

Piiklad 1-1 Pouziti lokalnich souradnych systémi

Pouziti lokalnich soufadnych systému je ukazano na modelu manipulatoru se tfemi stupni vol-
nosti dle Obr. 1-1. Globalni (zékladni, vztazny) soufadny systém GCS je definovan osami x,,y, a z, .
Lokalni soufadny systém LCS, se svymi osami X,,Y, a z, piislusi zékladu zatizeni a definuje jeho
rozmeér, stejné jako lokalni soufadny systém LCS; je pevné spojen se sestavou prvniho rota¢niho ¢lan-

ku - Obr. 1-2.

Obr. 1-2 Pevny zaklad manipulatoru a prvni rotacni ¢lanek a jejich lokalni soufadné systémy

Na Obr. 1-3 je napi. ukazano urceni polohy té€zisté prvniho ¢lanku viéi lokalnimu soufadnému
systému LCS,; a urceni dalSich hmotnostnich paramentrii — napt. matice setrvacnosti definované viici
lokalnimu soufadnému systému pomoci systému Pro/Engineer. Na Obr. 1-4 jsou ukazany lokalni sou-
fadné systémy clanku 2, ¢lanku 3 a technologické hlavice. Takto tedy na zékladé konstrukéni doku-
mentace daného ¢lanku dokazeme urcit polohu vyznamnych bodd, konct ¢lanki, energetickych piivo-

! Kromé uhl k osam soutadného systému je Gasto pouzivano vyjadieni orientace tihlem k roving xy (elevace), k roviné xz a otoGeni kolem osy
nastroje.




dii apod. v jeho lokalnim soufadném systému. Clanky se ale pohybuji a s nimi se pohybuji i jejich lo-
kalni souradné systémy. Napft. poloha koncového bodu technologické hlavice, kterd je ve sttedu Celisti,
je v lokalnim soufadnému systému LCS; neménna (je to pocatek tohoto posledniho lokalniho soutad-
ného systému), ptiblizovaci vektor lezi tedy v 0se z posledniho soufadného systému a je totozny
s jednotkovym vektorem na ose z;, tedyo=k,. Prakticky je ale nutno pfepocitat polohu koncového
bodu a soufadnice piiblizovaciho vektoru (orientaci hlavice) do zakladniho soufadného systému GCS
pracovisté kvuli poloze vici ostatnim zatizenim, popft. predmétu technologické operace. K tomu slouzi
systém transformacnich vztahii pro pfepocet soutadnic z lokdlnich soufadnych systému jednotlivych
¢lankd, popt. pracovni technologické hlavice do zdkladniho soufadného systému. Nalezeni téchto
transformacnich vztahti je pfedmétem dalSich kapitol. Také umisténi a orientace lokalnich soutadnych
systémi na jednotlivych ¢lancich podléhd urcitym pravidlim, kterd pak zjednodusSuji nalezeni trans-
formacnich vztahti pro pfepocet soufadnic z lokalnich soufadnych systémut do globalniho soufadného
systému pracoviste.
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Iyx lyy lyz -8.8593336e-06 4.7356949e+01 1.4573962e-04
Iz lzy lzz 2.0478701e+00 1.4573962e-04 1.4139746e+00

| Quick

]

WV

Obr. 1-3 Hmotnostni parametry ¢lanku 1 a poloha jeho tézisté v LCS;




Obr. 1-4 Lokalni soufadné systémy ¢lanku 2 a ¢lanku 3

2 PRIMA ULOHA KINEMATIKY

@ Cas ke studiu: 4 hodiny

g\\\’]] Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

- definovat transforma¢ni matici pro vzajemné natoceni a posunuti soufadnych systé-
mi,

- rozmistit lokdlni souradné systémy po mechanismu tak, aby bylo mozno automatizo-
vane sestavovat transformacni matice,

- vypocitat polohu koncového (pracovniho) bodu robotu a orientaci posledniho ¢lanku,
resp. nastroje pii znamych zobecnénych soufadnicich — tedy fesit pfimou ulohu ki-
nematiky

- vypodcitat rychlost koncového bodu robotu pti znamych rychlostech pohybu jednotli-
vych kloubti

#\x J V)”klad

V kinematice prostorovych mechanismi existuji dvé zakladni alohy. Uloha, kdy jsou znamy
jednotlivé zobecnéné soufadnice a hledame polohu a orientaci koncového bodu, je tzv. pifima tloha
kinematiky. Tato tloha je snadno feSitelna pomoci goniometrickych vztahit mezi jednotlivymi ¢lanky
nebo pomoci lokalnich soufadnych systému ¢lankd a transf orma¢nimi maticemi pro ptepocet souiad-
nic mezi nimi. Uloha opaén4, kdy zname polohu a orientaci koncového bodu a hleddme jednotlivé zo-

vvvvvv

kinematickeé struktury s vice stupni volnosti.

2.1 Transformace souradnic

Pro ptepocet (transformaci) soufadnic mezi lokdlnimi soufadnymi systémy, které jsou spojeny s
danym ¢lankem, podstavcem, hlavici apod. a globalnim soufadnym systémem, ktery je spojen s pra-
covnim prostorem, je s vyhodou vyuzivano maticového poc¢tu. Odvozeni maticovych vztahl pro pie-




pocet souradnic z jednoho soutadného systému do jiného je pomérné snadné a je ukazano na ptikladu
dvou identickych soutadnych systémt x,, y,, z, (GCS) a x4, Yo, 2, (LCS,) na Obr. 2-1.

Yo

Obr. 2-1

Vektor p v souctovém tvaru je mozno vyjadfit vici souradnému systému x, y,, z, Ve tvaru

P = Pep-db + Pyp-do + Pap Ky (2-1)
a tentyz vektor viici soufadnému systému x,, y,, z, Ve tvaru

P = Pxo-lo * Pyo-do + Pzo-Ko (2-2)

soutadnice vektoru p je mozno také vyjadrit jako priméty vektoru p do sméru jednotlivych jednotko-
vych vektort a tedy jako skalarni souciny. Klasické vyjadieni skalarniho souéinu je dle vztahu (2-3)
vlevo, stejné vyjadreni s vyuzitim maticového poctu je ve vztahu vpravo

Py = ipP Pxo = ibT P
Pyp = Jp-P Py = B P (2-3)
Pz =Ky P Pz = ka P

Pro nalezeni transformaéniho vztahu dosadime do vztahu (2-3) vlevo pro soufadnice vektoru p vyjad-
feného v soufadném systému X, y,, z, Vektor p, vyjadieny v soufadném systému Xx,, y,, 2, Vztahem
(2-2) a roznasobime. Dostaneme soustavu rovnic

Pxo = 1P =1p-Pxo-lo +ip-Pyo-Jo +1p-Pz0Ko
Pyb = Jo-P = Jp-Pxo-lo +Jb-Pyo-Jo +Jb-Pz0-Ko &4
Pzo =KpP =Kp-Pyo-io +Kp-Pyo-do +Kp-ProKo

kterou je mozno vyjadfit maticove ve tvaru




Pxb ihdg  dpdo  1pKg Pxo
Py |=| Jodo  Jodo  JoKo |- | Pyo (2-5)

nebo symbolicky
Py = Rpo-Po (2-6)

Maticovy vztah (2-6) fika, Ze soufadnice vektoru p piepoCteme ze soufadného systému
Xg, Yo, Zo do soufadného systému x,, y,, z, tak, ze je zleva vynasobime transformacni matici Ry,. In-
dexy transformacni matice udavaji, mezi kterymi souradnymi systémy je piepocet provadén. V dalSim
textu je index b ¢asto vynechavan, pokud u vektoru neni index uveden, znamena to vzdy, ze je vyjad-
fen v zakladnim soufadném systému. Pro vySe uvedeny ptipad identickych soufadnych systémt musi
byt tato matice jednotkova, cemuz odpovidaji skalarni souciny jednotkovych vektora.

2.2 Rotace souradnych systému

Na Obr. 2-2 je uveden pfipad, kdy je soutadny systém x,, y,, Z, otocen vUci X, y,,z, kolem
0Sy X, o uhel «. Po dosazeni do transformac¢ni matice ve vztahu (2-5) a uvazeni, ze skalarni soucin
kolmych vektort je nula, skalarni soucin totoznych jednotkovych vektord je jedna a skalarni soudin
riznobéznych jednotkovych vektorti je cosa a pii uvazovani vzorce

Obr. 2-2

cos(%iaj:isina (2-7)

dostaneme transformac¢ni matici pro rotaci kolem osy X o tthel « ve tvaru

1 0 0
Ry, =|0 cosa -sina (2-8)
0 sihna cosa

Obdobné pro rotaci kolem osy y o thel ¢ a kolem osy z o thel 9 dostaneme transformac¢ni matice ve
tvaru




[ cosp 0 sing |

R,,=| 0 1 0 (2-9)
| —sing 0 cosg |
[cos$ -sing 0]

R,g=|sind cos$ 0 (2-10)
0o o0 1]

Uvedené tii zdkladni transformacni matice umoziuji prepocet soutadnic i pfi vicenasobném na-
toceni kolem rznych os. Tak naptiklad pfi nato€eni soutadného systému nejprve kolem osy z o thel
9 a pak kolem x o tthel & bude piepocet soufadnic vypadat nasledovné

(p)b = RZ,S'Rx,a-(p)O (2'11)

pritom je nutno zachovat poradi matic takové, jaké bylo potadi pohybii.

Piiklad 2-1° Vypocet transformacni matice pro dvé nasledné rotace

Bod P mé v soufadném systému LCS, soufadnice P=[2 3 4]" . Hled4ny jsou jeho soufadnice
v zakladnim soufadném systému GCS, jestlize je systém LCS, natocen vuci zakladnimu souradnému
systému nejprve kolem osy z o thel $=/6 a pak kolem osy y o thel p=7/3

— — (2]
'_1'{ ‘_n Po:= 3
0= b=

6 \4)

Jednotlivé transformac¢ni matice:

cos| 6 —sin 6/ 0 cos ¢ 0 sin ¢
R=| sin6 cos 6 O Ry¢= 0 1 0
0 0 1 -sin ¢ 0 cos| ¢

Vyslednd transformacni matice:

cos 6 -sin® 0 cos| ¢ 0 sin ¢
R:=| sin/6 cos 6 0 | 0 1 0
0 0 1 -sin ¢ 0 cos| ¢

Vyslednou transformacni matici 1ze vyjadiit také symbolickym vyndsobenim obou matic a vycislit

cos 6 -cos ¢ -sin B cos 6 -sin ¢ 0433 -05 0.75
R:=| sin/6 -cos ¢ cos 6 sin6 -sin ¢ R=| 025 0866 0433
 -sin¢ 0 cos ¢ ) \ 086 0 05 )

Ptepocet soutadnic bodu P:

2 Redeni piikladu je provedeno v matematickém vypocetnim SW Mathcad, vyrazy proto nejsou &islovany a symboly fecké abecedy maji jiny tvar
nez v prostfedi Microsoft Word. Nejsou pouzivany jednotky.




0433 -05 075 2 2.366
P,=| 025 0866 0433 |-| 3 P,=| 483
Ph=R-Pg \ 086 0 05 )\ 4) \ 0268 )

Soufadnice bodu P v zakladnim soutadném systému jsou P, =[2.366 4.830 0.268]" .

2.3 Rotace a translace souradnych systémii

Transformacni matici je mozno rozsifit i na ptipad, kdy dochazi sou¢asné k nato¢eni souradnych
systému vici sobé a posunuti po¢atku druhého soufadného systému viéi prvnimu. Na Obr. 2-3 je
znazornén piipad natoCeni souradného systému x,, yo,z, (LCS,) kolem osy x o uhel « a posu-
nuti jeho pocatku o vektor ppy =[p;, py P, J" vigi GCS. Pro piepoéet soufadnic obecného bo-
du P=[x, Yy, 2] zlokélniho soufadného systému LCS, do zdkladniho soufadného systému
GCS plati transformacni rovnice

Xb XO px
Yo [=Rya| Yo || Py (2-12)
Zp Zo P;

Vztah ze prepsat na soustavu tii rovnic, které doplnime formaln¢ rovnici ¢tvrtou
1=0+0+0+1 (2-13)

a soustavu téchto Ctyf rovnic je mozno opét zapsat maticoveé ve tvaru

Xy ; Px | | %
R I
Yo | x4 Py (2-14)
o I E—— P | 20
1 0 0 051 1
a symbolicky
P=(P), =Auo-(P)o (2_15)

Vyse uvedeny maticovy i symbolicky zapis vyjadiuje transformacni vztah pro piepocet souradnic bodu
P vyjadreného v soufadnicich posunutého a nato¢eného soufadného systému LCS; do soufadnic sou-
fadného systému GCS. Bod P je vyjadien ¢tyfmi soufadnicemi, jedna se tedy o tzv. homogenni sou-
fadnice bodu P.

Homogenni transformacni matice A,, ma rozmér 4x4 a obsahuje jednak submatici rotace R,
ktera vyjadiuje nato€eni souradného systému X, Yo, z, V€l Xy, Yy, Z, , posledni sloupec udava polohu
pocatku souradného systému x,, Y, z,, vyjadienou v soutadnicich soutadného systému x,, y,, z, . Po-
sledni fadek homogenni transformaéni matice odpovida fyzikalnimu vyznamu jednotlivych sloupcu.
Prvni tfi sloupce vyjadiuji homogenni soufadnice jednotkovych vektort i, j,, k, vyjadienych
V soufadném systému x,, y,, z, (posledni soufadnice je nula), posledni sloupec jsou homogenni sou-
fadnice pocatku (tedy bodu) soufadného systému x,, Yo, 2, Vyjadiené v souradném systému
Xo» Y+ Zp -Na zékladé uvedenych vztahii je mozno tedy sestavit transformacni matici pro libovolné
vzdalené a natoCené soutfadné systémy a pokud je jich vice, lze vyslednou transformacéni matici sesta-
vit vynasobenim jednotlivych diléich transformaénich matic v pofadi, které odpovida potadi soufad-
nych systému.
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Obr. 2-3

/ / Priklad 2-2 Zjisténi transformacni matice v prostiedi Pro/Engineer

V piipadé, ze na konci posledniho pohyblivého ¢lanku je technologicka hlavice, u které potiebu-
jeme stanovit ptiblizovaci vektor, popt. smér dal§ich os, umistime do pracovniho bodu dalsi lokalni
soufadny systém — V tomto piipadé LCS, . Stanoveni transformacni matice mezi lokalnim soufadnym
systtmem LCS; posledniho ¢lanku a LCS, technologické hlavice dle Obr. 2-4 je ukazano v nasleduji-
cim postupu:

- 1¢)
*q .MAnimace\transform hlavice\transform hlavice.mp4

V ptipadé, Ze konstrukéni dokumentace je dostupna v jiném CAD systému (napt. 2D AutoCAD), ktery
by neumoznoval pfimé stanoveni transformaéni matice, by bylo nutno na osach LCS, nakreslit jednot-

koveé vektory (pfimky o délce 1 v danych jednotkéach), tyto vektory pfenést rovnobézné do LCS; a po-
uzit vztah (2-5).

11


../Animace/transform_hlavice/transform_hlavice.mp4

.

From (| cg3:F8(CSYS) TRAN3

To  [LCS4F13(CSYS)HLAVICE2

1.000 0.000-0.000 0.000
0.000 0.500 -0.866 -0.187
0.000 0.866 0.500 0.405

TRANSFORM FROM LCS3

/

Obr. 2-4

Priklad 2-3 ReSeni inverzni uilohy kinematiky pro paralelni kinematickou strukturu

hexapod

Pro paralelni kinematickou strukturu se Sesti stupni volnosti, zvanou obecné hexapod dle Obr.
2-5, je zadanim nalezeni prub&hii Zadanych hodnot polohy jednotlivych linearnich pohont, které ma-
nipula¢ni nadstavbou pohybuji. Definovana je vychozi poloha a pozadovany pohyb platformy —
translace ve sméru os zakladniho soufadného systému GCS a rotace kolem téchto os. Nejprve je uka-
zéno tfesSeni v prostiedi Mathcad. Pribehy polohy jsou definovany jako funkce €asu pro jednotlivé ro-
taCni a translacni pohyby a dale jsou vyjadieny odpovidajici transformaéni matice.
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Obr. 2-5

Délka feSeni - rozsah nastaveni proménné t — ¢as (rozsahova proménna — range variable)

t=0,1..5

Rotace kolem osy x o tihel Rotace kolem osy y o thel

a(t) = 3°-t o () = 1.7°
1 0 0 0 cos(¢ (1)) 0 sin(o (1) 0
0 cos(a(t)) -sin(a(t)) O 0 1 0 0

t) = o

Aol =0 Gt () cosa () o N O =1 e ) 0 costo () 0

0 0 0 1 0 0 0 1
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Rotace kolem osy z o uhel

cos(6(t)) -sin(e(t)) 0 0
sin(6(t)) cos(6(t)) 0 O
0(t) = 57°1 A (1) =
® 20 (1) 0 0 1 00
0 0 0 1
Posuvy ve sméruosy x,y, z
X(t) = 0.01-t y(1) = 0.02:t z(t) := 0.8 + 0.01-t
100 x(t) 100 0 100 0
010 0 010 y(t) 010 0
t) = t) = t) =
Axp(t) 001 0 Ap(® 001 0 Azp(V) 00 1 z(t)
000 1 000 1 000 1

Vysledna transformaéni matice pro soucasny pohyb vSech 6 stupiiti volnosti, dle vyse
uvedenych definici, mezi zakladnou - index b a pohyblivou platformou - index p

Top(1) = A (1A (1) -Agn (1) Ay, (0-Ayy (1) -Agg (D

Vy¢isleni transformaéni matice pro dany ¢as t=5 sec a kontrola s vysledkem v Pro/E

0.869 -0.472 0.148 0.05
0.495 0.831 —-0.256 0.1

pr(5) = 3
-1.974x 10 0296 0.955 0.85

0 0 0 1

Souf adnice bodl pfipojeni pohyblivé platformy
v lokalnim ss platformy - LCSP

0.35 0.23453
Pipg = ° 0
1o~ 1 01 P2pp 1 _oa

1 1

~0.117265

—0.175 —0.117265 —0175 —0.203109

0.303109 P 0.203109 —0.303109 Pepp = 01
Papp=| o4 4| o1 Psop = | o1 )

1 1 1
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Analysis | Feature
From | LCSP:F4(CSYS) |
To [ P1:F10(DATUM POINT) |
Projection  [TESEFA(CEYS) ;|
Direction
[T view Plane
csys | Cartesian -
Update
Nalezeni soufadnic boddt P1P az | | pisance = 0.364; di= 0350, dy=0000, dz=-0.100
P6P v lokéalnim soufadném systému plat- Ends of the segment:
v qr . . X ¥ z

formy VvV prostiedi syS:temu Pro/Englne.er point 1 (LCSP-FA(CSYS)):

je provedeno pomoci funkce Analysis, 0.000000 0.000000 0.000000

Measure, Distance. Soufadnice t&chto Bl PR e

. o o 0.350000 0.000000 -0.100000 i]

bodli musi byt prepocteny z lokélniho

soufadného systému do glObélIlihO Sou- [{luick 'r] AMALYSIS_DISTANCE_1

fadného systému zakladu pro to, aby byly

tyto body vyjadieny ve stejném soutad- v @

ném systému jako body na zakladu a bylo

mozno jejich soutadnice odecist a vypocitat tak jejich vzdalenost. Piepocteni soutadnic bodii P1P az
P6P platformy v globalnim soufadném systému GCS se provede ndsobenim soufadnic v lokalnim sou-

Plpb (t) = pr(t) -Plpp P2pb (t) = pr(t) -Pzpp P3pb (t) = pr(t) -P3pp
fadném systému transformacni

matici zleva.
0.350 0.235 0475
0.000 0.000 0.303
P1po(©@ =1 700 P2po(©@ =1 700 P3pp(® = | 200
1000 1000 1.000
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P4pb (t) = pr(t)'P4pp P5pb (V) = pr(t)~P5pp P6pb (t) = pr(t)-PGpp

-0.117 -0.175 -0.117
0.203 -0.303 -0.203
Papb(® =] (70 Popo(® =1 4700 Popo(® =1 5200
1.000 1.000 1.000

Priklad zobrazeni pribéhu polohy bodu (jeho soufadnic) P1 platformy v zakladnim souiad-
ném systému

0.8 T T T T

0.6 m

Soutadnice bodu ptipojeni pohyblivé platformy na zakladné v globalnim ss - GCS

05 0.25 -0.25
S 0 o 0433 o 0433
R 207 | o1 37| o1
1 1 1

-05 —0.25 0.25

—0.433 ‘ —0.433

Pazy=| s Pssb = | oy Poab = |
1 1 1

Z4dané hodnoty polohy pro regulatory polohy jednotlivych valci (délka vysunuti) se vypoétou
jako vzdalenost (absolutni hodnota) mezi pfipojovacimi body jednotlivych linearnich pohonti, pie-
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poctenymi do zakladniho soufadného systému, pfitom je tfeba pomoci operace submatrix (submatice)
vyjmout pouze prvni tfi soufadnice bodu (vynechat ¢tvrtou homogenni soufadnici).

(0 = | Pl = P1z, 1,31 | Pohon 1 je mezi P1lpb na

qq(t) =
0618 Pohon 2 je mezi P2pb na platformé (v baz.ss) a P2zb (v baz. ss)
0.622 . b . | platformé (V
0200 = |su Mt Popy (1) — Pazp,1.3,1.1 | baz.ss) a Plzb (v
0.636 ,
baz. ss)
0.661 o (t) =
0695 0.740
0.736 0.716
0.698
0.685
0.680
0.682
Pohon 3 je mezi P3pb na platformé (v baz.ss) a P3zb (v baz. ss)
dg(t) = |submatrix | Pgon(t) —Pgzy,1,3,1,1 |
a3(t) =
0.618 ) )
0645 Pohon 4 je mezi P4pb na platforme (v baz.ss) a P4zb (v baz. ss)
0.674 .
0703 Q4(t) = |subrmtr|x ‘ P4pb(t) - Pyz,1,3,1,1 |
0.731
t =
0.758 94 ()
0.740
0.757
0.774
0.792
0.809
0.825
Pohon 5 je mezi P5pb na platformé (v baz.ss) a P5zb (v baz. ss)
d5(t) = |submatrix | Py (t) —Pszy,1,3,1,1 |
a5(t) =
0.618 Pohon 6 je mezi P6pb na platformeé (v baz.ss) a P6zb (v baz. ss)
0.624
0.631 0p(1) = |submairix | Papp (1) — Pgz.1,3,1,1 |
0.639 4 (1) =
0.651
0.740
0.667 0733
0.726
0.720
0.717
0.716
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Grafické zobrazeni jednotlivych kloubovych proménnych — zobecnénych soufadnic Sesti linearnich
pohontl je na nasledujicim obrazku.

0.9 T T T T

0.6 .

Reseni stejného problému v prostiedi systému Pro/Engineer Mechanism je ukazano jako animovany
postup na nasledujicim videu. Nejprve je ukazano sestaveni mechanismu Vv prostiedi nadstavby Me-
chanism.

o0 .MAnimace\Hexapod\Hexapod sestaveni mechanismu\Hexapod sestaveni mechanismu.mp
4

ReSeni zadaného problému — feSeni inverzni tlohy kinematiky — nalezeni prib&hii zobecnénych sou-
fadnic q;, 0,,...,gs je ukdzano jako animovany postup v nasledujicim videu.

-1
*q .MAnimace\Hexapod\Hexapod inverzni kinematika\Hexapod inverzni kinematika.mp4

Vysledek feSeni inverzni kinematické ulohy paralelniho mechanismu hexapodu v prostredi
Pro/Engineer Mechanism je ukazan na Obr. 2-6. Jak je vidét z vypocetniho feseni v prostfedi Mathca-
du, feSeni inverzni Glohy kinematiky je u paralelnich mechanismi typu pohyblivé platformy, pfipojené
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../Animace/Hexapod/Hexapod_sestaveni_mechanismu/Hexapod_sestaveni_mechanismu.mp4
../Animace/Hexapod/Hexapod_sestaveni_mechanismu/Hexapod_sestaveni_mechanismu.mp4
../Animace/Hexapod/Hexapod_inverzni_kinematika/Hexapod_inverzni_kinematika.mp4

jednoduchymi (z hlediska kinematické struktury) rameny, je relativné jednoduché. Stejna tloha pro
typické sériové kinematické struktury prumyslovych robotli je mnohem slozitéjsi.

Selection status..

Obr. 2-6
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2.4 Denavit - Hartenbergtv princip rozmisténi souradnych systémi

Souradné systémy je mozno do ¢lankti umistovat v podstaté libovoln¢, napt. do sttedového bo-
du kinematickych dvojic, do té€zist’ apod., ale sestaveni transformacni matice nékdy neni jednoduché a
je nutno pouzit fadu goniometrickych vzorct. Pti dodrZeni konvence rozmistovani soufadnych systé-
mu (Denavit a Hartenberg, 1955), je mozno sestavovat vzajemné transformacni matice automaticky.

Princip je ukazan na Obr. 2-7, kde jsou nakresleny dvé rotacni pohybové jednotky, spojené ra-
menem, které jsou obecné orientovany v prostoru, a dale dva lokalni soufadné systémy LCS;; a LCS;

umisténé podle zminéné konvence.

Obr. 2-7

Chceme-li nalézt transformacni vztah mezi témito soufadnymi systémy, vykoname fiktivni pohyby,
které by vedly k sjednoceni obou soutadnych systémi. Nejprve nato¢ime osu x,_, kolem osy z;_,o thel
9 tak, Ze osy X,_; @ X JSOU rovnobézné. Dale posuneme osu X,_; ve sméru osy z;_; o vzdalenost d,
tak, Ze osy x_; @ X jsou totoZzné. Nyni posuneme pocatek souradného systému LCS;_; podél osy x; O
vzdalenost a; tak, Ze pocatky soufadnych systémi LCS; ; a LCS; jsou totozné. Nyni zbyva natocit osu
z;_, kolem x; o uhel o na osu z a soufadné systémy LCS;; a LCS; jsou totozné. Uvedeny princip
plati obecné a fikd, Ze libovoln€ orientované a posunuté souradné systémy je mozno sjednotit ¢tyfmi
jednoduchymi pohyby — rotaci, translaci, translaci a zase rotaci a pokud rozmistime soufadné systémy
podle konvence specifikované Denavitem a Hartenbergem, jsou tyto pohyby definovany tak, jak bylo
uvedeno vySe. Z Obr. 2-7 je zatim zfejmé, Ze osy z; ;@ z; jsou osou rotace rota¢nich pohybovych jed-
notek, osa x; lezi ve sméru spole¢né normaly os z;_;a z;. Dalsi pravidla Denavit-Hartenbergova prin-
cipu rozmistovani soufadnych systému jsou uvedena dale.

Transformacni vztah mezi dvéma sousednimi soufadnymi systémy LCS;; a LCS; je tedy dan
C¢tyfmi  jednoduchymi pohyby, které Ize popsat nésledujicimi transformacnimi maticemi
vV homogennim tvaru

Natoceni osy x;_; kolem osy z;_;o0 tihel

cosy -sing 0

sing cosg O

Zi1,4 = 0 I 0 I 1 (2'16)
0

0 0

R O O O
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Posunuti osy x,_; ve sméru osy z;_; o vzdalenost d;

100 O
0100
: 'di = (2'17)
fit 0 0 1 d
0 001
Posunuti pocatku soutadného systému LCS; ; podél osy x; o vzdalenost a
100 a
0100
A .= 2-18
%1001 0 ( )
0 001
Natoceni osy z;_, kolem x; o uhel «
1 0 0 0
0 cosg; -sing; O
= 2'19
W40 sing;  cose O (2-19)
0 0 0 1

Vysledna transformacni matice mezi sousednimi soufadnymi systémy vznikne vynasobenim
jednotlivych dil¢ich transformacnich matic v potadi tak, jak byly provadény pohyby

Aifl, i = Azi71’L9I .Azifl‘di .AXi r:? .AXi 4 (2'20)

a po vynasobeni v obecném tvaru

cos$ -—singcose; singsing; @ cos$
sing  cos&cose; —cosésing; g sing
L 0 sing, cosa, d,

0 0 0 1

(2-21)

kde tzv. Denavit-Hartenbergovy parametry 4,d;, a;, o plné charakterizuji geometrické vztahy mezi
sousednimi ¢lanky spojenymi rota¢ni nebo translaéni pohybovou jednotkou.

Homogenni transformaéni matice dle vztahu (2-21) je univerzalni transformaéni matice mezi
dvéma sousednimi soufadnymi systémy a jeji vyhodou je, ze ma stejny tvar pro vSechny lokalni sou-
fadné systémy kinematické struktury bez ohledu na typ pohybovych jednotek. V nasledujicich kapito-
lach budou jako zékladni vazby pouZity pouze vazby rotacni a translacni, popt. pevné spojeni, vSechny
pouzitim zakladnich vazeb a jejich orientaci. Pro rotacni pohybovou jednotku, obsahuje transformacni
matice pouze jednu proménnou oto€eni pohybové jednotky &, ostatni parametry jsou konstantni a
charakterizuji ostatni rozméry ¢lanku a jeho orientaci, pokud je pohybova jednotka transla¢ni, obsahu-
je matice pouze proménnou posuvu pohybové jednotky d; a ostatni parametry jsou konstantni. Para-
metry &,d;,a;, ¢« se daji pomérné snadno odecist po rozmisténi souradnych systémui podle Denavit-
Hartenbergova principu a maji nasledujici geometricky vyznam:

8, uhel mezi osami x;_; a x; pfiotaceni kolem z;_;
d; nejkrat$i vzdalenost (normala) mezi osami x_; a X , kladny smér ve sméru z;_,
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a;  nejkratsi vzdalenost (normala) mezi osami z; ;a z;, kladny smér ve sméru x;

«;  uhel mezi osami z; ;a z; pii otaceni kolem x;

Vlastni postup rozmist'ovani lokalnich soufadnych systému je tedy nésledujici:

e Cislovat ¢lanky od zakladu, prvni nepohyblivy &lanek mé ¢islo 0, dali pohyblivé ¢lanky éisla
1..n. Pfipadna posledni nepohybliva hlavice n+1. Vzestupna sekvence indext je b, 0, 1..n.

e Cislovat pohybové jednotky od zakladu, i-ta pohybova jednotka spojuje i-1 a i-ty &lanek.

e Osa z;_; je osou pohybu i-t¢ pohybové jednotky, kladny smér os sméfuje nejlépe do kladného
kvadrantu zékladniho soutadného systému.

e Osa x; je kolmanaosy z; ; a z;. Pfipady:

a) 0SYy z;_; & z;jsou totozné - piipad z, a z,. V tomto pfipadé je mozné vést osu x, kolmo na
ob¢ totozné osy v libovolném misté a libovolnym smérem, nejlépe je ale umistit pocatek
do urcitého bodu na pfislusném ¢lanku, v nasem piipadé do koncového bodu 0-t€¢ho clan-
ku, smér nejlépe rovnobézné s nékterou piedchozi osou, nejlépe s x, (zjednodusi se trans-
formac¢ni matice),

b) osy z;_; a z;jsou mimob&zné — ptipad z, a z;, 0sa x, lezi ve spole¢né normale os z; ;a z; a
jeji kladny smér je dan smérem od osy s niz§im indexem (z,) k 0se s vy$§im indexem ( z;)
Vv poradi indext,

C) 0sy z; ; @ z; jsou riznobézné — ptipad z a z,, 0sa x, vede kolmo naosy z, a z, a vychazi
z jejich pruseciku, kladny smér osy je dan pozadavkem, aby pii rotaci kolem osy x, piesla
0sa z s niz§im indexem (z;) na osu ze s vyssim indexem ( z,) v kladném sméru otacent,

d) jak vypyva z predchozich ptipadi, osa x vzdy protina ptedchozi osu z;_;. To je vyuzito
zejména u translacnich ¢lanku, kdy je sice zfejma orientace osy z; ; , ale neni ziejmé, kudy
vede.

e Pocatek posledniho soufadného systému se umistuje do koncového bodu posledniho ¢lanku,
popi. do koncového bodu technologické hlavice, jeho osy vedeme nejlépe rovnob&zné s osami
predchoziho soufadného systému nebo je umistime do n€kterého vyznaéného sméru (napft. rov-
nobézné s technologickym piivodem do hlavice apod.). Kladny smér os posledniho souradného
systému smérujeme do pracovniho prostoru mechanismu (hlavice, ¢elisti apod.)

Homogenni transformacni matice mezi dv€ma sousednimi soufadnymi systémy c¢lankt, které jsou spo-
jeny rota¢ni nebo transla¢ni pohybovou jednotkou ma obecné tvar

Ay :{"“E““i":l (2-22)
|

kde R je submatice vzajemné rotace souradnych systému a p je vektor posunuti jejich pocatki. Jak uz
bylo uvedeno, prvni tii sloupce transformacni matice A; ;; maji fyzikalni vyznam homogennich sou-
fadnic jednotkovych vektort i;, j; ,k; na osach i-tého soufadného systému ( LCS; ) vyjadiené v soutad-
nicich i-1 soutadného systému ( LCS; ;). Posledni sloupec matice udava homogenni soufadnice pocat-
ku LCS; vyjadiené v LCS, ;. Celkova transformacni matice mezi zékladnim soufadnym systémem a
poslednim n-tym soufadnym systémem vznikne vynasobenim jednotlivych transformaénich matic pro
sousedni soufadné systémy v potadi, jak jsou lokélni soufadné systémy ocislovany a je funkci vSech
zobecnénych soufadnic a v symbolickém tvaru vede ke znacn¢ komplikovanym trigonometrickym vy-
razim na mist¢ jednotlivych prvkii matice

Ton G1y02s-0n =Apo-Aor G Az T - Apgn Uy (2-23)
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Tato celkova transformacni matice je funkci vSech kloubovych proménnych a fesi tzv. ptfimou
ulohu kinematiky, tj. nalezeni soufadnic koncového bodu robotu (po¢atku posledniho soutadného sys-
tému) - ty jsou dany poslednim sloupcem celkové transformaéni matice (¢tvrta homogenni soufadnice
je 1, tedy se jedna o soufadnice bodu) a smérii jednotlivych os (pfesnéji souradnic jednotkovych vekto-
ri na osach posledniho soufadného systému, vyjadienych v soufadnicich zékladniho soufadného sys-
tému) — ty jsou dany prvnimi tfemi sloupci celkové transformaéni matice (¢tvrta homogenni soufadni-
ce je 0, tedy se jedna o soufadnice vektorit).

Rbn {pbn in b jn b kn b E pbn b in jn kn {pbn
Tb"{o 0 01| |70 o o 11 |[0 0 011 (2-24)

Pokud je potieba prepocitat jiny bod nez pocatek z posledniho n-tého lokalniho souradného systému
do zakladniho soutadného systému, pti znamych velikostech posuvil a nato¢eni kinematickych dvojic
Oy, Uy, 0y, J€ pouzit jiz uvedeny transformacni vztah (2-25) vlevo, pro piepocet soufadnic vektoru
(napf. ptiblizovaciho vektoru 0) vztah (2-25) vpravo

Xb Xn Oxb Oxn

Yy y Oy Y

b =Ton G 0oy Gy Z” oy =T, G, 0preenn Oy - Oyn (2-25)
b n b n

1 1 0 0

Utelem Denavit-Hartenbergova principu je tedy vytvofeni transformacni matice mezi dvéma
sousednimi lokalnimi soufadnymi systémy v univerzalnim tvaru tak, aby bylo mozno provést snadnou
algoritmizaci a naprogramovani vypoctu piimé tlohy kinematiky, kdy jsou do univerzalniho tvaru
transformacéni matice dosazovany v cyklu vzdy jeden proménny a tfi konstantni parametry a pro obdr-
zeni hodnot celkové transformaéni matice T,, je provedena standardni procedura ndsobeni matic.

- P¥iklad 2-4 ReSeni pFimé wlohy kinematiky pro mechanismus s jednim stupném

volnosti

Clanek dle Obr. 2-8 vlevo je spojen se zakladem rotaéni vazbou s osou otadeni paralelni s osou
x, zékladniho soufadného systému. Kinematicka struktura ¢lanku a rozmisténi soufadnych systémi
dle Denavit-Hartenbergova principu je na Obr. 2-8 vpravo a parametry transformaénich matic jsou
uvedeny v Tab.1.
Po umisténi lokdlnich soufadnych systému (LCS;) dle vySe uvedenych pravidel je mozno jednoduse
doplnit tabulku D-H (Denavit-Hartenbergovych) parametrd — Tab. 1, kde 1,, I, a I, jsou rozmeéry
¢lankd.
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)
Obr. 2-8
Tab. 2-1
i 4 d | 77
0 2|1, |0 7l2

O iy Lo 0

Ve vyse uvedeném piikladé, ktery vypada snadno podle jednoduchého kinematického schématu,
je nékolik problému. Lokalni soufadné systémy se totiz ve skute¢nosti umist'uji na 3D modelu mecha-
nismu (popt. ve 2D dokumentaci ramen), zjednodusena carova kinematicka struktura slouzi pouze
K ptehlednosti pozic soutadnych systému a zjednodusenému zobrazeni mechanismu. Prvni z problémi
je, kde je napt. umistén nulty lokalni soufadny systém LCS,, ktery ptislusi zelenému ramu ramene. Je
tieba si uv€domit, ze pocatek lokalniho souradného systému soucasné v pfipad¢ rotacnich vazeb ozna-
Cuje polohu této vazby a tim i pisobisté zatéznych sil. V bod¢ umisténi vazby se pak pocitaji zatézné
sily (ak¢ni, popt. reakéni sila a moment), které jsou obecné orientovany v prostoru a které se pro tcely
dimenzovani dané vazby prepocitavaji na axialni a radidlni sily (popf. momenty) ve smyslu hlavnich
0s vazby. V uvedeném piipadé se jedna o rotacni vazbu, ktera je prakticky realizovana jednim nebo
dvéma lozisky, popt. kluznymi pouzdry, vhodné umisténi pocatku souradného systému je tedy mezi
obéma lozisky (nejlépe v poloviéni vzdalenosti), popf. v piipadé jednoho loziska v jeho centru. Pro
dimenzovani loZisek tvoficich vazbu je pak vypoctena translacni zatézna sila a rotacni zatéZny moment
prepocten na axialni a radialni zatizeni kazdého loziska, jako zakladni tidaj pro jeho dimenzovani. Na
rozlozené sestavé (exploded view) na Obr. 2-9 je vidét umisténi pocatku LCS,ve stfedu stény ramu,
planovano je tedy pravdépodobné jedno lozisko (zatim ve fazi koncepéniho feSeni mechanismu), které
zachyti i klopné momenty. Pokud bude nakonec nutno pouzit dvé loziska po stranach ramu, popft. jed-
no lozisko na rdmu a druhé na opacné strané ramene, nezpusobi to zadny vypoctovy problém, pouze se
zméni umisténi soufadného systému LCS,a tedy néktery z Denavit-Hartenbergovych parametri a
vSechny ostatni vypocetni vztahy zistanou nezménéné. TotéZz plati pro umisténi souradného systé-
mu LCS, .
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Obr. 2-9

Cely vypocet v prosttedi Mathcadu je na ..\Mathcad\1dof rotace prima_uloha.xmcd
ProhliZeni vypoctu béZnym prohliZzeCem (napt. Internet Explorer) na
.\Mathcad\1dof rotace prima_uloha.html

Komentovany vypocet je také ukazan jako animace:

-1
Hq .MAnimace\1DOF prima uloha\l1DOF prima uloha.mp4

Doplnujici animace se dotyka metodiky tvorby vazby mezi pohonem a vlastnim ¢lankem a vlivu dy-
namiky pohonu na vysledny zatézny moment na vystupnim htideli pfevodovky.

-1
Hq .MAnimace\1DOF rotace dynamika\lDOF rotace.mp4

Priklad 2-5 Re$eni p¥imé iilohy kinematiky pro mechanismus RTT

Manipulator s kinematickou strukturou RTT dle Obr. 2-10. Kinematicka struktura a rozmisténi
soufadnych systému dle Denavit-Hartenbergova principu je na tomtéz obrazku vpravo, parametry
transformacénich matic jsou uvedeny v Tab. 2-2. Zde je nutno zddraznit, Ze technologicka hlavice —
chapadlo je pojimano jakou nedilna soucast trettho clanku a proto je posledni soufadny
tém LCS; umistén aZ ve stiedu tchopné hlavice. Tento pfistup, pokud je mozny, zjednodusuje V}’rpoéet.3

%V ¢asti tohoto textu, ktera se zabyva modelem dynamiky mechanismu, bude ukazano, e je praktické zahrnout dokonce i objekt manipulace do

manipulace.
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Obr. 2-10
0 |0 ly
1 g |0
2 |0 d, I, wl2
3 O3 0 0

Jak uz bylo uvedeno v piedchozim piikladu, v kazdém fadku kromé prvniho (nepohyblivy pod-
stavec — tzv. nulovy clanek) mtze byt pouze jedna zobecnéna proménnd g;, V piipad¢ rotacni vazby
daného ¢lanku je vzdy ve sloupci 4, Vv pfipadé translacni vazby je vZdy ve sloupci pod d;. V tomto
pripad¢ se jedna o kinematickou strukturu RTT (rotace, translace, translace), prvni zobecnéna promén-
na je tedy oznacena obecnym symbolem g,, je umisténa ve sloupci pod 4 a ma rozmér thlu [rad],
druha zobecnéna promeénna je q, a je to posunuti v délkovych jednotkach a je umisténd ve druhém
sloupci pod d,. Stejné i tfeti zobecnéna proménna g, . Ctyfi Denavit-Hartenbergovy parametry z fadku
s indexem O jsou parametry, které urcuji transformaéni vztah mezi zakladnim soufadnym systémem
GCS a LCS,, ktery je pevné spojen s ¢lankem 0 a je nepohyblivy, a dosazuji se do transformacni mati-
ce A,,. Parametry z fadku s indexem 1 jsou parametry, které uréuji transformaéni vztah mezi LCS,a
LCS; spojenym s ¢lankem 1 a dosazuji se do transformacni matice Ay, (q,) , kterd je funkcei jediné pro-
ménné g, (v tomto piipadé se jedna o tthlové natoceni Vv radianech, popt. ve stupnich). Analogicky se
¢tyfi Denavit-Hartenbergovy parametry z fadku s indexem i=2 dosazuji do transformacni matice
A, (g,)a parametry z fadku s indexem i=3 dosazuji do transformacni matice A,;(q;). Vysledna
transformac¢ni matice mezi poslednim soufadnym systémem LCS; a GCS je dana soucinem dil¢ich
transformacnich matic

Th3 (G, 92, 03) = Apo-Ao1(Gh)-Ar2(d2)-Agz(ds) (2-26)

Pak soufadnice napi. koncového bodu néstroje upevnéného k poslednimu ¢lanku (jeho soufadnice v
LCS, jsou pevné a odeCteme z vykresu) piepocteme do zakladniho soutadného systému GCS vztahem
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y y
P = T (00, Gs) - | (2-27)
Zy Z3
1 1

Je ztejmé, ze soutadnice X,,Y,,z, koncového bodu jsou funkci natoCeni g, a posunuti g,a g;a
také pevnych rozmérti mechanismu - |, je vyska ¢lanku 0 (zékladu), 1, je vzdalenost osy otaceni ¢lan-
ku 1 a ¢lanku 3.

Vztah (2-27) plati obecné i pro kinematickou strukturu s vice ¢lanky a tak transformaé¢ni matice
mezi zakladnim soufadnym systémem GCS a poslednim lokalnim soufadnym systémem LCS,, Spoje-
nym s pracovnim bodem mechanismu, je ve tvaru

Ton (G, G2 -+, Gn) = Apo-Aor (G)-Ar2(A2)- - -Anyn(Gn) (2-28)

Priklad 2-6 ReSeni pfimé iilohy pro mechanismus RTT s obecné nato¢enou hlavici

Manipulator s kinematickou strukturou RTT dle Obr. 2-11 vlevo. Kinematicka struktura a roz-
misténi soufadnych systéma dle Denavit-Hartenbergova principu je na tomto obrazku vpravo. Problém
tohoto piikladu je obecné nato¢ena technologicka hlavice, kterou musime zahrnout do vypo¢ti konco-
vé polohy hlavice pii feSeni pifimé Glohy kinematiky. Pfi feSeni této tlohy je k dispozici nékolik moz-
nosti:

1. jako posledni soutfadny systém ponechat lokdlni soutfadny systém LCS;a polohu koncového
bodu a sméry dulezité pro pohyb hlavice pocitat s vyuzitim vyrazu (2-27)

2. Pouzit ¢tvrty lokalni soufadny systém LCS, spojeny s hlavici, jak je ukazano na Obr. 2-11, do-
plnit ¢tvrtou konstantni transformacni matici a ve vypoctu pifimé tlohy kinematiky pocitat po-
lohu pocatku lokalniho soufadného systému LCS, a sméry jeho os. Lokalni soutadny systém je
pfitom umistén a orientovan podle pravidel Denavit-Hartenberga, coZ sice umoZzni automatizo-
vané sestaveni transformaéni matice dosazenim piislusné ¢tvefice parametrd do vyrazu (2-21),
na druhé strané ale tento postup vede k nepfili§ vhodné orientaci os posledniho soufadného sys-
tému hlavice. Zobrazeni takto vytvofen¢ho LCS, a znazornéni odectu Denavit-
Hartenbergovych paramentri je uvedeno na Obr. 2-12.

3. Nejleps$i mozZnosti je umisténi lokalniho soufadného systému bez vyuZiti Denavit-
Hartenbergovych pravidel, umistit pocatek tohoto soufadného systému do koncového bodu
technologické hlavice (do stfedu mezi prsty chapadla, popf. do jiného vyznamného bodu
Z hlediska polohovani) a nasmérovat vhodné jeho osy, tak aby odpovidaly dilezitym smérim
pii pohybu hlacice. Umisténi je ukdzano na Obr. 2-13. Pak mutize nasledovat ptimé urceni trans-
formacni matice A;, postupem z piikladu 2-2.
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Obr. 2-11

|From [LcsaFa(cays)TRANS |

To  [_LCS4F15(CSYS)HLAVICE2|

0.000 0.000 -1.000 0.000
-1.000 0.000 0.000-0.187
0.000 1.000 0.000 0.405

al

\-\"‘“\-\T RANSFORM FROM LCS3

Obr. 2-12

Pro postup dle bodu 2 a i dle bodu 3 je dalsi postup identicky, li$i se vlastné jen zpisobem vypocétu
transformacni matice A;,. Jednotlivé dil¢i matice jsou vynéasobeny, vypoctena je celkova transfor-

macni matice T,,(t) ve tvaru

cos qy(t)  0.866-sin gy(t)  0.5-sin gy(t)  0.065: cos qy(t) + 0.405- sin gy(t) + G3(t) - sin| gy(t)
_y sin gy(t)  -0.866- cos qy(t) —0.5- cos| gy(t) 0.065- sin gy(t) +—0.405- cos qy(t) — ga(t) - cos gy (t)
A0 = 0 05 ~0.866 0o(t) + 0.313

L o 0 0 1 )

a po jejim vycisleni pro ¢as t =0
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0,065
. 0 0866 05 1.905
bat= ~0.866 1.213

\ 0 0 1 )

Cely vypocet v prosttedi Mathcadu je na Mathcad\RTT _hlavice prima_uloha.xmcd

Prohlizeni vypoctu béznym prohlizecem (napt. Internet Explorer) na
Mathcad\RTT_hlavice_prima_uloha.html

Zy
) Gl
iz
Xo
%o
Obr. 2-13

Komentovany vypocet je také ukdzan jako animace:

-1
*q .MAnimace\RTT hlavice prima uloha\RTT hlavice prima uloha.mp4

Priklad 2-7 Metodika rozmisténi lokalnich souradnych systémi

Manipulator s kinematickou strukturou RTR dle Obr. 2-14 je tvofen rota¢ni jednotkou, prostorové za-
lomenou klikou, tvofici ¢lanek 1, dale translacni a rotaéni jednotkou. Parametry transformaénich matic
jsou uvedeny v Tab. 2-3. Pfi stanoveni parametrii je potieba si uvédomit, ze parametr d, ma zaporné
znaménko, protoze kladny smér je zde dan smérem osy z,a 0sa x, je pod 0sou x,, tedy v zaporném
sméru.
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Obr. 2-14

Tab. 2-3

G | hi| b | —7/2
wl2 qZ |2 wl2
Q3 0 I3 0

W|IN|[F—,]|O

Pti kresleni kinematické struktury mechanismu je nékdy obtizné najit vhodnou ¢arovou repre-
zentaci skute¢nych ¢lankt. Jedna se zde zejména o reprezentaci vnéjSich rozmérd mechanismu a typa

v

jeho kinematickych dvojic. Jednodussi piimé ¢lanky se nahrazuji pifimou, popi. lomenou ¢arou (kli-
kou), u slozitéjSich prostorovych objektl je mozno pouzit tzv. stiednici (spojnice t€Zist ploch pticnych
fezl ¢lanku). Pro kinematicky model jsou podstatné vzajemné polohy lokalnich soufadnych systému a
na grafickém vyjadreni vngjSich rozmért €lankl vlastn€ nezaleZi. Pocatky lokalnich soutadnych sys-
témd jsou dany vzajemnou polohou os pohybu kinematickych dvojic (osy z) a jak uz bylo uvedeno,
pro rotacni vazby jsou pocatky umistény ve stiedu vazby (tedy napt. mezi lozisky), pro translacni vaz-
by je nutno zacit umist'ovat souradné systémy soucasné¢ od koncového bodu a pii dodrzeni principu, Ze
osa x; vzdy protina piedchozi osu z;_;, Ize najit spravné umisténi soufadnych systémd. Jak je vidéti z
Obr. 2-14, lokalni soufadny systém ¢lanku 1 je napf. umistén zcela mimo vlastni ¢lanek.

2.5 Rodrigiv vztah

Transformacni matice mezi libovolnym lokdlnim soufadnym systémem a zdkladnim soutadnym
systémem vznikne jako soucin transformac¢nich matic mezi sousednimi soufadnymi systémy. Tato ope-
race sebou nese zna¢né mnoZstvi operaci nasobeni a s¢itani, které trvaji relativné dlouho a navic mo-
hou vnést do vypoctu chybu danou omezenou piesnosti vstupnich dat. U systému, kde je tieba tyto
operace vykonavat velmi ¢asto a v realném cCase (fidici systémy), je vhodné&jsi vyuzit tzv. Rodriglv
vztah, kdy jsou jednotlivé sloupce transformacnich matic vypocteny na zakladé vektorovych operaci a
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Denavit-Hartenbergovych parametri. Vypocet je rychlejsi a presnéjsi. Obecny Rodrigiv vztah (pii po-
uziti klasickych vektorovych operatorti a ortogonalnich soutadnic) umoznuje vypocet souradnic vekto-
ru x,, ktery vznikne otoCenim vektoru x, kolem vektoru u o thel pdle Obr. 2-15. Je nutno po-
dotknout, Ze nésledujici vyrazy jsou zapsany v klasickém vektorovém poctu se tfemi souradnicemi

vektoru.

Yb

Obr. 2-15
X, =%.C0S@+ UxX; .Sin@+Uu. uX; . 1—cosg (2-29)

Uvedeny vztah je mozno aplikovat na Obr. 2-7, na zéklad¢ kterého byly odvozeny Denavit-
Hartenbergovy parametry. Jednotkovy vektor i;_, oto¢ime kolem osy otaceni k;_,o thel 9, a dostane-
me smér vektoru i,

ij =ij4.c0s4 + K;_; xij_4 .sin& (2-30)
Jednotkovy vektor k;_; oto¢ime kolem osy otaceni i; o uhel «; a dostaneme smér vektoru k;

Ki =k;_j.cose; + i xk;_; .sing; (2-31)
Smér vektoru j; dopocteme na zakladé definice ortogonalniho souradného systému
Ji =k xi; (2-32)

Posledni sloupec (vektor pocatku souradného systému) piislusné transformacni matice je vypoc-
ten na zaklad¢ Denavit-Hartenbergovych parametrd, které udavaji posunuti

Pig=di ki +ai; (2-33)
i-0
P =pp - P} (2-35)
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2.6 Prima uloha kinematiky pro urceni rychlosti koncového bodu

Pro piepocet soufadnic bodu P vyjadieného v i-tém lokalnim soufadném systému LCS; do za-
kladniho soufadného systému GCS plati maticovy transformacni vztah

P=Ty(P) (2-36)

Pritom uvazujeme, ze soufadnice bodu P jsou v LCS; konstantni. Pro zjisténi rychlosti bodu P
v zakladnim soufadném systému GCS provedeme derivaci levé 1 pravé strany maticové rovnice podle
¢asu, pfi uvazeni, ze na pravé stran¢ se jedna o soucin, a dostaneme vztah

dP  d(Ty)

— = b Py T
dt dt ( )| bi

d(P);
dt

(2-37)

Derivace matice podle néjaké proménné se provede tak, ze se derivuje kazdy prvek matice podle této
proménné. Pro levou stranu rovnice tedy dostaneme

dx
dt
dy
dpP dt
o | a [Tl |7 (2-38)
dt
d@)
| dt |

<
<

<
<

o =

coz znamena vektor transla¢ni rychlosti bodu P v zakladnim soufadném systému GCS. Vyjadieni deri-
tice T,; je funkci vice proménnych a to zobecnénych soufadnic ¢, (t),d,(t), -, (t) , které jsou navic
funkci Casu, a jedna se tedy o totalni diferencidl sloZzené funkce vice proménnych. Nejprve upfesnime
druhy ¢len na pravé strané rovnice. Jelikoz soufadnice bodu P Vv jeho lokalnim soufadném systému
jsou konstantni (pohyb bodu je zptisoben zménou zobecnénych soufadnic q;,q,, ---,q;) je I derivace
jeho souradnic v LCS; rovna nule a tento ¢len odpada. Nositelem rychlosti bodu P je tedy totalni dife-
rencial homogenni transformacéni matice T,

 d.aT. dq
%:z%_& (2-39)
dt  {70q; dt

Parciélni derivace transformacni matice T,; podle ptisluSné zobecnéné soufadnice se vypocte jako

0T, oA (a;j)
—2-A A L — 2
20, b0-Ao1(th) 2,

<A (G) (2-40)

Jelikoz homogenni transformacni matice mezi dvéma sousednimi LCS sestava ze ¢tyt dil¢ich trans-
formacnich matic

Ajaj=Ay o, Ay a Ay, (2-41)

71,[9_ A i

i 7

i X

i aj

z nichz jenom prvni dvé mohou obsahovat proménnou, musime uvazit typ pohybové jednotky a tim
tedy i proménou, podle které je provadéna parcialni derivace. Tak naptiklad pro rota¢ni kinematickou
dvojici bude parcialni derivace provedena podle proménné 9,
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alggjl] :GAazgjv % A Aa Ay e (2-42)
cosy; -sing; 0 0| |-sing; —cosy; 0 O
aAZH,gJ. 0 |sing; cosd; O O] |cosd -sing; 0 O
09, _a 0 0 1 0| 0 0 0 ol
0 0 0 1 0 0 0 0
(2-43)
cosd; -sing; 0 O|fo -1 0 0
_|singj cos$ 0 01110 001 0 5 oA
0 0 1 0/|0 0 0 O Zjg, 8 T RTER 0,8
0 0 0 1|0 00

Z provedené derivace ve vztahu je ziejmé, ze derivaci dil¢i transformacni matice je mozno pro-
vést vynasobenim této matice zvlastni matici Dy, kterd se nazyva diferencidlni operator rotace, pfitom
nezalezi na tom, nasobime-li zprava nebo zleva. Obdobn¢ plati, Ze parcialni derivaci dil¢i transformac-
ni matice v pfipad¢ translace je mozno provést vynasobenim diferencialnim operatorem translace Dy

Z',lyd'
a:j] ] :Azjflx dj' DT :DT' Aijlydj (2'44)
0 00O
0 00O
kde D; = 2-45
T lo oo 1 (2-45)
0O 00O

Parcialni derivaci transformaéni matice pak lze realizovat pomoci pfislusného diferencialniho
operatoru podle toho, zda se jedna o translaci nebo rotaci

A

a'g B DR .Algj 'Adj .Aaj 'A(Zj = DR'Aj—l, J (2'46)
j
OAj1j 4
ad - = Ag] .DT .IA\dJ .Aaj .Aaj == Ag] .DT .A‘gj . Ag] 'Ad] .Aaj .AaJ == DT 'Ajfl,j (2'47)
J
Dy Ajwj

Vektor rychlosti bodu P . , vyjadfeného v i-tém lokdlnim soufadném systému se vypocte jako
totalni diferencial homogenni transformac¢ni matice Ty; q t vzhledem k ¢asu t, nasobeny soufadni-
cemi tohoto bodu v piislusném lokalnim soufradném systému.

i 0Ty 99;
=y —2.—|. P 2-48
Vpi [Z aqj dt ij ( )

i1

Parcialni derivace jsou realizovany pomoci nasobeni diferencialnim operatorem Dy popt. Dy, podle
typu kinematické dvojice. Napft. rychlost poc¢atku LCS; pro rotaéni prvni kinematickou dvojici a trans-
la¢ni druhou a tieti kinematickou dvojici se vypocte jako
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Vosz =

= O O O

kde dg,, dg,, dg; jsou rychlosti pohybu jednotlivych kinematickych dvojica 0 0 0 1'jsou sou-
fadnice pocatku LCS; (bodu, proto je ¢tvrta soutadnice 1), vyjddiené¢ho v LCS;. Vyhodou pouziti dife-
rencialnich operatori na misté parcidlni derivace je op€t snadné programovani ulohy, kdy nesnadno
programovatelna uloha parcialni derivace slozitych trigonometrickych vyrazi je nahrazena rutinni ope-
raci ndsobeni matic. Vzdy je ale nutno pouzit piislusny diferencialni operator podle typu kinematické
dvojice.

Komentovany vypocet je také ukazan jako animace:

o0

Wq .MAnimace\RTT hlavice prima uloha\RTT hlavice prima uloha rychlost.mp4

>

Shrnuti kapitoly

V této kapitole byl popsan zpusob feseni piimé tlohy kinematiky — tedy ulohy, kdy jsou znamy

jednotlivé kloubové proménné (zobecnéné soufadnice) natoceni a posunuti jednotlivych ¢lankt a hle-
dana je poloha koncového bodu manipulatoru, popi. technologické hlavice a sméry nato¢eni posledni-
ho ¢lanku, rep. technologické hlavice. Postup je nasledujici

Rozmisténi lokalnich soutadnych systémul na jednotlivé ¢lanky mechanismu podle pravidel
Denavit-Hartenberga (popf. v piipadé obecné natocené hlavice je vhodnéjsi orientovat lokalni
soufadny systém rucné).

Stanoveni ¢tvetic Denavit-Hartenbergovych parametrii (v ptipadé ruéné umisténého lokalniho
soufadného systému urcit transformac¢ni matici v CAD systému).

Dosazeni c¢tvefic D-H parametrii do univerzalniho vyjadfeni transforma¢ni matice mezi sou-
sednimi soufadnymi systémy.

Vynasobeni transformac¢nich matic a vypocet celkové transformaéni matice.

Prvni ti sloupce celkové transformacni matice mezi zakladnim soufadnym systémem a posled-
nim soufadnym systémem urcuji smér os posledniho soufadného systému a posledni sloupec
celkové transforma¢ni matice urcuje polohu koncového bodu.

S vyuzitim diferencidlniho vyjadfeni transformacni matice je rovnéZ vypoctena rychlost konco-
vého bodu pii zndmych rychlostech jednotlivych kloubli. Pro vypocet derivace jednotlivych
transformacnich matic je s vyhodou vyuzito diferencialnich operatort.

2

Otazky

1.
2.
3.

Kolik stupiiti volnosti ma téleso v prostoru?
Jak souvisi pocet stupiili volnosti koncového zatizeni s poc¢tem kloubovych proménnych?
Popiste postup feseni piimé ulohy kinematiky.
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3 INVERZNIi ULOHA KINEMATIKY

@ Cas ke studiu: 4 hodiny

BXQ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

- vypoéitat priabéh kloubovych promennych (zobecnénych soufadnic) jednotlivych ki-
nematickych dvojic pti znamém pribéhu polohy a orientace koncového bodu robotu.

Inverzni transformace komplexniho vektoru polohy wna vektor obecné soutadnice q, jehoz
slozky jsou zobecnélé soufadnice (zobecnéné soutadnice) nato¢eni nebo posuvu jednotlivych kinema-
tickych dvojic, je zakladnim vypocétem kinematiky mechanismill a je nezbytna pro ucely polohovani
jednotlivych ¢lankti mechanismu. Zatimco vypocet ptimé transformace vektoru polohy p a vektoru
orientace 0 je pti znamé transformacni matici T, jednoduchy, vypocet inverzni tlohy kinematiky

G

_ p inv.trans. _ Q;
W= o — q=| . (3-1)

On

je relativné komplikovand tuloha. Zakladnim kritériem, kterym je mozno hodnotit metody inverzni
transformace je jejich univerzalnost, tj. pouziti stejného algoritmu pro libovolnou kinematickou struk-
turu a pocet stupnil volnosti mechanismu. Univerzalni metody jsou aplikovany zejména u velkych
CAD systémt, kdy programovy systém musi zvladnout inverzni kinematickou ulohu libovolné kine-
matické struktury. Pro aplikace v oblasti fizeni je rychlost vypoctu rozhodujici, protoze feSeni inverzni
ulohy probiha v idedlnim ptipadé v redlném case. Obecny piehled metod inverzni transformace
z hlediska jejich principu je ukazan na Obr. 3-1.

Metody teseni
inverzni ulohy vektorova metoda
konkrétni kin. struktura

univerzalni metody

numerické metod: numerické feSeni soustavy transcen-
dentnich rovnic
aproximacni
optimalizaéni—I: heuristické
gradientni
Obr. 3-1

Pouziti uvedenych numerickych metod je bezproblémové u mechanisma s otevienou kinematic-
kou strukturou, u kinematickych struktur s jednoduchymi smyckami se daji tyto metody v fadé ptipadt
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diky (Brat, 1981).

3.1 Numerické FeSeni soustavy transcendentnich rovnic

Ptepocet soufadnic koncového bodu na zobecnéné soufadnice jednotlivych pohybovych jedno-
tek vede K feseni soustavy rovnic, které jsou vzhledem k pouziti rota¢nich kloubt transcendentni. Re-
Seni takovéto soustavy rovnic je mozno provést vhodnymi programovymi moduly, jako je Mathcad a
Matlab. Ptiklad pouziti Mathcadu je uveden v ptikladu 3.1, Matlabu v ptikladu 3.2.

/ Priklad 3-1 Numerické reSeni invernzni ulohy kinematiky v prostredi Matcad

Manipulator s Kinematickou strukturou RTT z ptikladu 2-5. Kinematicka struktura a rozmisténi
soufadnych systéma dle Denavit-Hartenbergova principu je znovu uvedeno na Obr. 3-2, parametry
transformacnich matic jsou uvedeny v Tab. 3-1. Pro danou kinematickou strukturu je provedeno feseni
inverzni tlohy kinematiky metodou numerického feseni soustavy transcendentnich rovnic (Matlab).

Xy
Obr. 3-2
Rozméry manipulatoru jsou
lp:=0.25 i Tab. 3-1
I, := 0.065
0 |0 Iy 0
1 g |0
2 q2 |2 ﬂ'/ 2
3 U3 0 0
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Zadana je trajektorie koncového bodu manipulatoru ve formé parametrickych rovnic, ¢as je parametr v
rozsahu

t:=0,05.3

Parametry pohybu koncového bodu — pocatecni poloha, rychlost a zrychleni.

ay = -0.20 Vy0= 0 X0 = 1.0
ay =0.20 Vyo = 0 yg=03
a, = 0.10 Vs = 0 Zn= 1.0

Koncovy bod se bude pohybovat po pfimce rovhomérné zrychlenym pohybem

1 2
X(t) = )b + on‘t + Eaxt

y(O) =Yg+ vygt + %-ay-t2

1
2(t) =75+ Vot + E-az~t2

Pro sestaveni soustavy rovnic uréujicich vztah mezi vektorem kloubovych proménnych a vekto-
rem polohy koncového bodu je nutno nejprve sestavit jednotlivé transforma¢ni matice. ProtoZe vétSina
numerickych metod vyzaduje pro uspésné feSeni znalost feSeni alespoii v jednom vychozim bodu, zvo-
lime nasledujici hodnoty kloubovych proménnych. V piipad¢ skute¢ného robotu a jeho fidiciho systé-
mu je najeti do vychozi polohy zajisténo rutinou zvanou ,,domaci poloha (home position)®, ktera je
zajiSténa technicky pomoci senzorii polohy. Pro feSeni inverzni ulohy jsou nejprve pouZity na misté
kloubovych proménnych proménné s, s,, s;.

Sllz 1.8 5222 0.8 S3Z= 1.1

Tyto hodnoty je moZno operativné ménit podle vysledkt piimé tlohy, tak aby soutfadnice koncového
bodu odpovidaly alespon ptiblizné pozadovanému prubéhu ve vychozim bodu. Transformacéni matice
mezi sousednimi lokélnimi soufadnymi systémy jsou

1000 cos\:s]j —sin\:sl‘ 00
01 A () sin‘sL‘\ cos‘s]j 00
A = = ‘ ‘
b0=| 0011 01 0 o 10
(o0o0o01) \ 0 o 01)
100 1k 100 0
e 00-1 0 010 O
= A =
12 10 sy 2805 o ¢4 55(1)
\ooo0o 1 ) (ooo 1 )

Po jejich symbolickém vynasobeni (Mathcad) dostaneme celkovou transformacéni matici mezi
zakladnim soufadnym systémem a poslednim lokdlnim soufadnym systémem, jehoz pocatek je konco-
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vym bodem manipuldtoru a jehoz soufadnice jsou dany poslednim sloupcem celkové transformacni
matice

1000 COS\:SL‘ _Sin:sﬂ 00 100 I 100 0
T 0100 sin:s]j cos sy 00 00-10 0100
B3l 0011y | 1010 s, [[|001s3

0 0 10
0001 /)0 o 0 o1)looo 1)L0001

cos sq 0 sin:sL‘\ sin Sq 'Sg+ COS Sq -I2
sin| SL 0 —cos| sL‘ —cos| sq 53+ sin\:sﬂ 1

0 1 0 52+|O

—.

{ 0O 0 0 1
-0.227 0 0974 1.056
0974 0 0.227 0.313

1 0 105
{\ o o o 1 )

Nyni miize byt sestavena soustava rovnic pro feseni inverzni kinematické tlohy vyuzitim po-
sledniho sloupce celkové transformacni matice, ktery udéva soutfadnice X Yy z koncového bodu.
V naSem piipad¢ se nejedna o piepocet jedné polohy, ale celého ¢asového pribéhu polohy koncového
bodu, tak jak byl zadan v zadani piikladu. Pro feSeni této soustavy rovnic, ktera je transcendentni, je
vyuzit feSi¢ Mathcadu, ktery fesi soustavu s vyuzitim upravené Levenberg-Marquardtovy metody (Po-
lak, E. 1997). Rovnice feSené soustavy se musi umistit mezi kli¢ové slova Given (Déno) a funkci Find
(Najdi), ktera obsahuje vysledky. Pro spravné feseni je jesté¢ nutno zkontrolovat tzv. ,,prvni odhad te-
Seni®, ktery je dan stanovenim vychozich hodnot s, az s; a porovnanim hodnot soufadnic X y z
z ¢iselného vyjadieni celkové transformacni matice a pocatecnich hodnot pozadovanych casovych
pribéhil. Pokud je shoda dobra, je moZno pfistoupit k feSeni.

Given

53-sin\: sl\ + lycos 51 = X
lsin| sl‘ ~$3C08 51 =y
52 + |0: Z

Q(xY,2) =Find 51,5,53

Na levé strané rovnic jsou symbolické vyrazy z posledniho sloupce celkové transformaéni mati-
ce, na pravé strané¢ soufadnice koncového bodu. Soustava rovnic vlastné definuje novou funkei
Q(x,y,z), kterd je funkci proménnych X, y, Z a pfepocita souradnice koncového bodu na jednotlivé zo-
becnéné souradnice (kloubové promeénné) pro jeden bod. Pro vypocet celého Casového prubéhu klou-
bovych proménnych vyuZzijeme tuto funkci tak, Ze za jednotlivé proménné dosadime jejich ¢asové pri-
behy, tedy x(t),y(t),z(t) a zaroven extrahujeme pribehy jednotlivych zobecnénych soufadnic do vlast-
nich kloubovych proménnych q,(t) az gs(t). MoZnost pouzivani ¢asovych pribéht na misté promeén-
nych funkci je jedna z velkych vyhod matematického vypocetniho programu Mathcad.
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q1(1) = Q1) y(1),2(t))1,1
(1) = Q1) ¥ (1), 2(1))2,1
q3(t) == Q(X(1), y(1),2(t))3,1

Casov¢ priubehy zobecnénych soutradnic je mozno ukazat Ciselné nebo graficky

qq(t) = ax(t) = ds(t) =

35 T T
1.8 0.75 1.042
1.829 0.763 1.026
1.923 0.8 0.983
2.097 0.863 0.934
2.362 0.95 0.92
2.691 1.063 0.996 15 l I
o 1 2 3
3.004 1.2 1.202
t
1.2 I I y; 1.4 | |
1+ — 12+ —
(1) as(t) /
T o8 — — a1k =
| | | |
06 1 2 3 08 1 2 3

Spravnost feseni je vhodné ovéfit dosazenim ¢asovych pribéhti zobecnénych souradnic do sym-
bolickych vyrazii v poslednim sloupci celkové transformani matice a jejich porovnanim
s pozadovanymi prubéhy soufadnic koncového bodu).

sin qq(t) -qa(t) + cos qy(t) -y Xb) = —cos qq(t) -qa(t) + sin qy(t) -ly y(t) = ao(t) + lg = z(t) =
1 1 0.3 0.3 1 1
0.975 0.975 0.325 0.325 1.012 1.012
0.9 0.9 0.4 0.4 1.05 1.05
0.775 0.775 0.525 0.525 1.113 1.113
0.6 0.6 0.7 0.7 1.2 1.2
0.375 0.375 0.925 0.925 1.313 1.313
0.1 0.1 1.2 1.2 1.45 1.45

a také grafickym znazornénim v rovinach xy , Xz a také ve 3D, kde je vidét ptfimkovy pribéh trajektorie
koncového bodu.
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y(t) 1 .

| |
0 1 2 0 1 2

x(t) X(1)

Na zakladé ¢asovych pribéhii zobecnénych soutradnic je mozné jejich numerickou derivaci (Ma-
thcad) vypocist dalsi veliiny, které jsou nutné pro naslednou dynamickou analyzu mechanismu a to
jsou zejména rychlosti a zrychleni jednotlivych pohybovych jednotek.

d
d ==
aq(t) dtq 1(1)

0.4 T T 1 T T
N
duy(t) 0.2 / day(t) 05 // —
/ I I l l
% 1 2 3 % 1 2

d
d ==
as(t) dtq 3(t)

1 | | 05 | |
//
05} - T
das(t) / ddgq(t) o
— o / | _
03 I1 Iz 035 I1 Iz

d
ddq »(t) == —dqo(t)
2 qt 2

T T 1 T T
0.5 /“—
ddgy(t) 0.1 —~———— dda(1) //
0 r_/_//
| | _ | |
% 1 2 055 1 2

d
d =—
do(t) dth(t)

d
ddg4(t) :== —dg4(t)
1 dt 1

d
ddq(t) == —dqq(t)
3 qt 3

t
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Piiklad 3-2 Re$eni invernzni tilohy kinematiky v prostiredi Matlab/Simulink

Pro feSeni inverzni tlohy kinematiky se ukazuje zajimava moZnost vyuZiti simula¢niho softwaru
Matlab/Simulink. Vyhodou tohoto pouziti je, Ze inverzni tloha kinematiky je feSena pfimo v prostiedi
simulace celého systému, coz je vyhodné zejména vzhledem k moznosti doplnéni fidicich blokd, po-
honti apod.

Pro teSeni je pouzito bloku ,,Algebraickd podminka (Algebraic Constraint)*“. Tento specialni
blok nastavi takovou vystupni hodnotu proménné z, aby vstupni hodnota bloku s algebraickou pod-
minkou byla nulova. Vystup tohoto bloku musi ovliviiovat vstup pies libovolnou zpétnovazebni
smyc¢ku. Regi¢ opét pouziva tzv. polateéni odhad, jehoz spravna hodnota ovliviiuje efektivnost vy-
poctu algebraické smycky s podminkou.

Blokové schéma feSeni tlohy je ukazano na Obr. 3-3.
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3.2 Aproximaéni metody inverzni transformace

Homogenni transformacni matice mezi zdkladnim soufadnym systémem a soufadnym systémem
posledniho n-tého ¢lanku kinematické struktury T,, je obecné funkci n zobecnénych soutadnic
&, 0y, --- 0, . PTi zndmé poloze a orientaci koncového bodu kinematické struktury je znamo ciselné vy-
jadfeni prvki matice T,, a vynasobenim jednotlivych dil¢ich matic A;_;; v symbolickém tvaru pro
danou kinematickou strukturu dostaneme symbolické vyjadieni matice T, , v jejiz jednotlivych prvcich
jsou obsazeny zobecnéné soufadnice v trigonometrickych vztazich. Porovnanim stejnolehlych prvka
¢iselného a symbolického vyjadreni celkové transformacni matice teoreticky dostaneme Sestnact rov-
nic pro feSeni zobecnénych soufadnic. Ale vzhledem k tomu, Ze posledni fadek homogenni matice ne-
1ze pouzit a také z diivodu linearni zavislosti prvkli submatice rotace (submatice rotace vyjadiuje jed-
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notkové vektory na osdch posledniho soufadného systému tvoticiho ortogondlni systém) lze pouzit
pouze Sest nezavislych rovnic a nelze tedy provést feseni pro vice stupiii volnosti nez Sest. Soustava
rovnic je transcendentni a jeji feSeni numerickymi metodami je relativné obtizné. Urcité zjednoduseni
predstavuji numerické metody, které aproximuji priabeh polohy a orientace koncového bodu v okoli
vychoziho znamého bodu - aproximac¢ni metody.

3.2.1 Aproximace pouzitim Taylorova rozvoje transformacni matice

Homogenni transformacni matici T, ¢,0,,...,0, J&é mozno povazovat za funkci vice promén-
nych. Jelikoz je tato funkce ve vychozim bod¢ daném soutadnicemi g, q,,...q, diferencovatelna
(existence spojité prvni a dalSich derivaci funkce polohy a orientace koncového bodu vyplyva ze sa-
motné fyzikalni podstaty této funkce), 1ze funkci v okoli tohoto vychoziho bodu vyjadrit Taylorovym
rozvojem (Frolov, 1988). JelikoZ se jednd o iteracni metodu, jsou pouzity jen prvni dva ¢leny Tayloro-
va rozvoje

noT,, 0,05,...q
Ton O+ Al Gy + Ay, Oy + AGy = Toy Gy Gpre Gy + > ;’qz " Ag; (3-2)
i-1 i
kde
T, 5A'_1,- d;
5;” =Apo-Aor U4 A O '"#"'An—l,n d, =U, 9 (3-3)
a dostavame maticovou rovnici
n
T 9+A0 = T, 0+ XUy g .Aq
i-1
‘ ‘ | (3-4)
prvky matice prvky matice prvky matice neznamé

Ciseln€ zndmy  Ciselné znamy  Ciseln€ zndmy
(zadana poloha) (vychozi poloha) (derivace ve vych. pol.)

Derivace transformac¢ni matice A;_;; podle obecné zobecnéné soutadnice g; je vypoctena jed-
noduse pomoci matice diferencidlniho operatoru rotace nebo translace podle typu pohybové jednotky.
Prvek na m-tém fadku a v n-tém sloupci matice U,; ozna¢me u,r]‘{n. Prvky matice T,, Vv zadané poloze
ozna¢me tr?m a ve vychozi poloze ty ,. Porovnanim vhodnych stejnolehlych prvki v maticové rovnici
(3-4) dostaneme soustavu rovnic pro feseni neznamych Ag;. Napf. pro tfi stupné volnosti dostaneme
soustavu

31 32 33 d
Upg-AGy +Urg.Aly + Uy Aly =t —tyy
31 32 33 d
U3 4-AGy +U375.A0, + Uy A0z =154 —t 4 (3-5)
31 32 33 d
U3 4-A0) +Ugs.Ady +U35 Ay =tg, —t3,
Je zfejmé, Ze pro tfi stupné volnosti ma smysl porovnavat pouze soutfadnice koncového bodu, tj.
prvky posledniho sloupce transformacénich matic, pro vice stupni volnosti se ptidavaji dalsi prvky ma-

tic nad hlavni diagonalou. ReSenim soustavy (3-5) dostaneme neznamé Aq,Ad,,...,Aq, a vypoéteme
novy vektor zobecnénych soutadnic q, ktery dale povazujeme za vychozi polohu a provedeme vypocet
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T,, 9 a U, g pro tento novy vychozi vektor zobecnénych soufadnic a znovu dosadime do sousta-
vy. Vypocet rychle konverguje ke spravné hodnot€, pocet iteraci zavisi na poctu stupni volnosti a na
konfiguraci mechanismu, vétSinou se ale pohybuje kolem deseti, soustava rovnic ale musi mit feSeni
(mechanismus nesmi byt v singularni poloze), prvky transformac¢ni matice pro vychozi bod musi byt
vypocteny piesné, jinak feSeni osciluje a neni dosazena pozadovand presnost vypoctu. Metodu Ize po-
uzit bez Gprav pouze do Sesti stupniii volnosti (porovndvame prvky nad hlavni diagonélou matic), pro
vice stupni je tfeba postupné pohybové jednotky blokovat, coz prodluzuje vypocet.

/[ Piiklad 3-3 ReSeni inverzni ilohy Taylorovym rozvojem transformaéni matice

Manipulator s kinematickou strukturou RTT dle Obr. 3-4. Kinematicka struktura a rozmisténi soufad-
nych systémut dle Denavit-Hartenbergova principu je na tomtéz obrazku vpravo. Zadanim je nalezeni
kloubovych proménnych s;,s, as; pii zndmé vychozi poloze koncového bodu a tomu odpovidajici
hodnoté kloubovych proménnych ve vychozi poloze.

Xy
Obr. 3-4
Vychozi poloha je déna:
Sl =T Xo = —0.065
So = 0.9 Yo = 1.01
s3:= 101 Zg = 4454
100 0 cos\‘sl‘} —sin\‘ 31) 00
Ay 010 O Ao sinsy cos| 51) 00
0:= 1:: 1 | |
0 0 1 0554 0 0 10
000 1 0 0 01
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1 0 0 0.065 1000

00 -1 0 0100
Aoy = Aoq =
127101 0 5 23710 0 1 sq
00 0 1 000 1
‘ -1 0 0 -0.065
Th3 = Apo-Ao1A12-A23 0 01 101
Tha = '
b3~ o 1 0 1454
10 0 -0.065 000 1
0 01 101
TV =
0 1 0 1454
000 1

Pro vychozi polohu a vypocet inverzni ulohy jsou na mist¢ kloubovych proménnych pouzity proménné
s;, S, a 53. Kloubové proménné ¢, g, a g, jsou pouzity pro kontrolu spravnosti vypoétu. Zadana poloha
koncového bodu je dana jako:

nezname := 0 nezname nezname nezname 0.04855

Xq = 0.04855 nezndme nezname nezname 0.80117
TD =

yq = 0.80117 nezndme nezndme nezndme 1.154

zg = 1154 0 0 0 1

V transformacni matici v zadané poloze zname pouze posledni sloupec, protoze smér posledniho
¢lanku, vedouciho k této zadané poloze jesté nezname. Na misto submatice rotace vlozime tedy libo-
volnou proménnou a zadame jeji hodnotu, abychom mohli ve vypoctu déle s matici TD pracovat.
V prostfedi Matcadu je dale ukazano sestaveni soustavy rovnic a jeji maticové feSeni a dale ukazan
zpusob programovani v prostfedi Mathcadu.

Cely vypocet v prosttedi Mathcadu je na ..\Mathcad\RTT _iverzni_Taylor.xmcd
ProhliZeni vypoctu béZznym prohlize¢em (napf. Internet Explorer) na
.\Mathcad\RTT_iverzni_Taylor.html

Komentovany vypocet je také ukazan jako animace:

(- )
*q .MAnimace\RTT inverzni uloha Taylor\RTT inverzni uloha Taylor.mp4

Dalsi animace se tykd programového feSeni vypoctu (tedy vlastniho programovani Vv prostfedi Ma-
thcad).

o0
*q .MAnimace\RTT inverzni uloha Taylor\RTT inverzni uloha Taylor program.mp4
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../Mathcad/RTT_iverzni_Taylor.xmcd
../Mathcad/RTT_iverzni_Taylor.html
../Animace/RTT_inverzni_uloha_Taylor/RTT_inverzni_uloha_Taylor.mp4
../Animace/RTT_inverzni_uloha_Taylor/RTT_inverzni_uloha_Taylor_program.mp4

3.2.2 Newtonova aproximac¢ni metoda inverzni transformace

Newtonova metoda inverzni transformace, obdobn¢ jako metoda Taylorova rozvoje transfor-
macni matice, aproximuje prib¢h funkce polohy a orientace koncového bodu kinematické struktury
vypoctem diferencidlu této funkce pii zndmém vychozim bod¢é. Na misté diferencialu je v tomto pfipa-
d¢ pouzito Jakobiovy matice soustavy, jejiz odvozeni pro danou kinematickou strukturu je provedeno
intuitivné piimo z definice Jakobiovy matice pro soustavu funkci vice proménnych (Rektorys, 1968).
Predpokladejme, Ze v n-rozmérném prostoru je definovano m funkci soustavou rovnic

yl = fl Xl,Xz,...,Xn
y2.: fz Xl’XZ""’Xn (3_6)
Y = fn X0 X0, Xy

Tato soustava rovnic Vv podstaté predstavuje zobrazeni, které kazdému vektoru
X=[% X .. %] Z n-rozmémého prostoru ptitazuje vektor y=[y, y, ... y,,]' Z m-rozmémého pro-

storu. Maji-li funkce f, f,, ..., f,, parcialni derivace 1. fadu a jsou diferencovatelné, 1ze napsat totalni
diferencialy
o, N

dy, =—=dx, + dx2+...+0’)—f1dxn
% 2.9 X,

of of of
dy, =—2dx, + —2dx, + ... + —2dx
Y, P 173 2 2 n

1 X2 Xn (3-7)
dy, = Oty dx, + Ot dx, + ... + Oty dx,
% Xy 2
Soustavu (3-7) je mozno zapsat pomoci maticového zapisu
dy Ug  Up - Uy || Y
d d _
e R I At (3-8)
. . . : . 5)(]
de Unt Umz = Ump an
nebo symbolicky
dy =J.dx (3-9)

kde matice J je Jakobiova matice soustavy. V kinematice mechanismi, je mozno vektor X nahradit
vektorem zobecnéné souradnice q (pocet slozek je n - pocet stupnti volnosti) a vektor y spojenym vek-
torem polohy p a orientace o0 koncového bodu (p - tii soutadnice X, Y, Z a 0 - tfi soufadnice piiblizova-
ciho vektoru). Jakobiova matice soustavy J o rozmérech 6xn pak transformuje zménu obecné zobec-
néné soutfadnice dg z n-rozmérného prostoru na zménu vektoru dw tj. zménu polohy a orientace na-
stroje respektive posledniho ¢lanku v Sestirozmérném prostoru. Pak je mozno psat

dw = J . dq (3-10)

nebo v déleném tvaru
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dp J
{do}{\lj . dq (3-11)

kde J,, J, jsou 3xn submatice polohy a orientace. Odvozeni jednotlivych prvki Jakobiovy matice J
je provedeno z jejich fyzikalniho vyznamu, protoze exaktni odvozeni parcialnich derivaci transfor-
macnich funkci je v obecném ptipadé komplikované. VySetfeme nejdiive vliv jen dané zobecnéné sou-
fadnice g; na zménu polohy koncového bodu vektoru p,,. Poméry (zvelicené) napfi. pro i-tou rota¢ni
dvojici jsou znazornény na Obr. 3-5. Pfi malé zmén¢ zobecnéné soufadnice o thel dg; se koncovy
bod vektoru p,, posune o vektor dp . Stejny vektor dp dostaneme pii otaceni i-té dvojice, tj. vektoru
Pi_1, kolem osy k; ; o thel dg;. JelikoZ se jednd o nekonecn€ malé natoCenti, oblouk, ktery opisuje
koncovy bod, je mozno povazovat za piimku a jeho velikost dostaneme jako souéin velikosti pravodi-
¢e pj_1,a opsané¢ho thlu dg;. Smér vektoru dp je dan vektorovym soucinem RH.pH'n. Pro zménu

Yo
dp
Xn y
dg; X "
P\ z, [/ P
Z,
py

Xy Yo

Obr. 3-5

vektoru p,, zpusobenou pouze natocenim i-t¢ dvojice o thel dg; tedy plati

A

dp= Ki4Ppjyn dg (3-12)

Jelikoz se jedna o nekoneéné malé natoceni, je mozno vektor dp zpisobeny vSemi rotacnimi dvojicemi
vypocist jako superpozici jednotlivych pohybi, coz 1ze v maticovém tvaru zapsat

dop
. . ~ dg

dp :|:k0'p0n KiPy - kn—l'pn—l,n:|' ;2 (3-13)
da,

V ptipad¢ i-té translacni dvojice se koncovy bod vektoru p,, mize pohybovat pouze ve sméru posuvu
této dvojice, tj. ve sméru k;_, a velikost a smér vektoru dp je dana

dp=k; ,.dg, (3-14)
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Jelikoz se jedna o nekonecné malé posuvy, je mozno vektor dp zplisobeny vSemi transla¢nimi dvoji-
cemi vypocist jako superpozici jednotlivych pohybi, coZ Ize v maticovém tvaru zapsat

Pfi kombinaci translacnich a rotacnich dvojic v kinematické struktuie, bude vzdy na misté pfi-
slusn¢ho prvku submatice J, bud’ vektorovy soucin Ri—l'pi—l,n pro rotacni dvojici a nebo k;_, pro
transla¢ni dvojici. Obdobna situace plati pro zménu soufadnic do piiblizovaciho vektoru danou smé-
rem otaceni a velikosti nato¢eni jednotlivych rotaénich dvojic. Pro i-tou rota¢ni dvojici je zména sou-
fadnic piiblizovaciho vektoru zptisobena touto dvojici dana

A

do= k; ,.0, .dg (3-16)

Pro vSechny rota¢ni dvojice a velmi mala natoceni je mozno pouzit princip superpozice jednot-
livych pohybu a pro vektor do plati

da,
. R N d

do :[ko.on K0, - kn_l.on]. ?2 (3-17)
dq,

Pro transla¢ni dvojice nedochdzi ke zmén¢ orientace pfiblizovaciho vektoru a proto ptislusny
prvek v submatici J, bude nulovy. Pro velmi malé zmény zobecnéné soufadnice tedy je mozno nahra-
dit zménu polohy a orientace koncového bodu jejim diferencidlem a psat

[wg+dg |=[wq ]+ J.dg (3-18)

nebo pomoci submatic polohy a orientace Jakobiovy matice

d J
Pa+da | _\Pa ) | . dg (3-19)
0 g+dg 0(¢ J,

Uvedena interpretace Jakobiovy matice slouZi pro definovany vektor w zahrnujici komplexni

informaci o poloze a orientaci koncového bodu mechanismu. Vynasobenim rovnice (3-19) zleva in-
verzni Jakobiho matici dostaneme zménu zobecnéné soufadnice ve vztahu

J T dp
dq:Lj .L‘o} (3-20)

Tento vztah plati s urcitou presnosti jen v okoli vychoziho bodu pro malé zmény dp,do, ale jelikoz se
jedna o iteracni metodu, je mozno pfejit od diferencialu na diferenci

3, q® - Ap®
Aq®) = | (3-21)
J, q® Ao

a vypocitat novou vychozi polohu podle vztahu
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q® = q® 4 Aq® (3-22)

V nultém kroku musi byt znama vychozi poloha koncového bodu p@ =p(q®) a orientace pfi-
blizovaciho vektoru 0 =o(q®) pti znamé vychozi hodnoté zobecnéné soutadnice q® . Zadana po-
loha koncového bodu p® =p(q®) a Zadana orientace pfiblizovaciho vektoru o =o(q?) je &iselnd
znama, ale nezname vektor zobecnénych soufadnic q¢ v zadané poloze. Pro prvni iteraci je mozno
napsat

dp~ap® =p® —p© (3-23)
do~A0® =0 —0© (3-24)
a dosadit do vztahu), kde dq nahradime Aq. Algoritmus vypoctu:

k=0

-1
J, q® ()
Ag® =| P ) -{Ap ]
J, q(k) Ao(k)

q®?P =q® +Aq®  povazujeme za novou vychozi hodnotu

k=k+1

K k
Jestli ‘Ap(k)‘ > £, nebo ‘Ao(k)‘ >¢, ( &, & vhodné stanovené presnosti), jdi na 1)

q' =q®

Pfi rozméru Jakobiovy matice 6xn je mozno tento vypocet provést pouze do n<6, tedy pouze
do Sesti stupniii volnosti, pro vice stupnii volnosti nelze provést jednoduse inverzni matici (neni ¢tver-
cova). Pro mensi pocet stupni volnosti nez Sest vzdy pouzijeme tolik fadkti matice J, kolik je stupii
volnosti, tedy submatici J,, rozméru nxn. Vzdy se snazime pouZit submatici J, pro polohu koncové-
ho bodu, tedy prvni tfi fadky a ze submatice J, pouzijeme ty fadky, ve kterych se soufadnice piiblizo-
vaciho vektoru méni vlivem zmény nékteré zobecnéné souradnice. Metoda je také citliva na tzv. singu-
larni polohu mechanismu, tj. polohu, ve které je determinant submatice J,, (tzv. Jakobian) nulovy.

Priklad 3-4 ReSeni inverzni tilohy kinematiky inverzi Jakobiho matice

Opét stejny manipulator s kinematickou strukturou RTT dle Obr. 3-4. Zadanim je nalezeni tra-
jektorie kloubovych proménnych, které mohou byt zasildny napft. jako zddané polohy do regulatord
polohy jednotlivych pohybovych os, popf. slouzi k dalsimu modelovani dynamiky mechanismu. Zada-
no je pocatecni zrychleni, pocatecni rychlost a poc¢atecni poloha koncového bodu a pocatecni kloubové
proménné. Resena je pouze &ast trajektorie, a to rovnomémé zrychleny pohyb koncového bodu danym
zrychlenim po dobu 0,2 sec.
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Cely vypocet v prostfedi Mathcadu je na ..\Mathcad\RTT _inv_uloha_transc_Jacob.xmcd

ProhliZzeni vypoctu béznym prohlizeCem (napi. Internet Explorer) na
.\Mathcad\RTT _inv_uloha_transc_Jacob.html

Komentovany vypocet je také ukdzan jako animace:

o0
*q .MAnimace\RTT inverzni uloha Jacob\RTT inverzni uloha Jacob.mp4

Dalsi animace se tyka programového feSeni vypoctu (tedy vlastniho programovani v prostiedi Ma-
thcad).

o0
*q .MAnimace\RTT inverzni uloha Jacob\RTT inverzni uloha Jacob program.mp4

Pomoci Jakobiovy matice dokazeme také fesit pfimou a inverzni ulohu dotykajici se rychlosti.
Pro ptepocet rychlosti pohybovych jednotek na rychlost koncového bodu a naopak pouzijeme jiné fy-
zikalni interpretace Jakobiovy matice. Pokud povazujeme zobecnénou soutadnici  za funkci Casu, tj.
g=q t a nahradime v transformacni maticové rovnici dq derivaci podle Casu, tj. ¢, je Zadouci, aby
vysledkem transformace byl komplexni vektor transla¢ni a thlové rychlosti koncového bodu. Subma-
tice J, zlstava stejna, submatice J,, je nahrazena submatici J,, transformujici rychlost pohybovych
jednotek na thlovou rychlost ptiblizovaciho vektoru. Prvky submatice J, opét odvodime z fyzikal-
niho vyznamu. Pro i-tou rotac¢ni dvojici je vektor thlové rychlosti pfiblizovaciho vektoru zptisobeny
touto dvojici dan jeji osou otaceni a jeji thlovou rychlosti ® =k;_;.G;. Pro soucasné pisobeni vSech ro-
tacnich dvojic je mozno opét pouZzit princip superpozice

%
9,

W= ko kl s kn—l . (3'25)

Un
Translacni dvojice se na thlové rychlosti ptiblizovaciho vektoru nepodileji, a proto na misté pii-

slusnych prvkid budou v piipadé kombinace rota¢nich a transla¢nich kinematickych dvojic nulové hod-
noty. Vysledny zépis transformacni rovnice je

v |Jdp] . -
o) 629

3.3 Optimaliza¢ni metody inverzni transformace

Optimaliza¢ni metody obecné jsou zaloZeny na zménéach parametri optimalizovaného systému,
kde kritériem optimalniho feseni je extrém tzv. objektivni funkce (Reklaitis, 1983). Objektivni funkci
v nasem piipad¢ je tzv. chyba polohovani, parametry soustavy jsou zobecnéné souiadnice jednotlivych
¢lankd kinematické struktury. Zmény parametra jsou provadény fiktivnim pohybem jednotlivych ¢lan-
kt mechanismu, pfi kterém je vyhodnocovéana objektivni funkce - chyba polohovani a pii dosazeni
minima této chyby jsou odecteny hodnoty zobecnénych soufadnic jednotlivych ¢lankd mechanismu.
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Chyba polohovani je také zékladnim kritériem pii ulohach fizeni polohovych servosmycek jednotli-
vych ¢lankt. Chyba polohovani udava obecné chybu dosazeni zadané hodnoty polohy a orientace da-
ného ¢lanku a je definovana jako soucet chyby polohy (3-27) a chyby orientace (3-28) - Obr. 3-6.

AP(Q) =(Pog —Ppn (@) o —Ppn (@) (3-27)
AO(@) = (ig iy (@) )% + (g Jn (@) -1 + (kg K, (@) —1)? (3-28)
E(q) = AP(q) + AO(q) (3-29)
kd
kn
Ja
Ap
A Jn
Z, Ps
Py
Xb yb
Obr. 3-6

kde p,y je vektor zadané polohy koncového bodu, p,, vektor okamzité (vychozi) polohy koncového
bodu, i, j, k jednotkové vektory na osach X, Y, z, index b - zakladni (bazovy) soufadny systém (GCS),
index d — zadana poloha, index n - okamzita poloha posledniho lokalniho soufadného systému ( LCS,, ).

Pfi numerickém feSeni inverzni kinematické ulohy tedy hleddme takovy vektor zobecnéné sou-

fadnice q*, aby platilo
E(g*) = min E(q) (3-30)
q <g*<qg' i=1,...,n (3-31)

kde g, g a jsou fyzikalni meze horni a dolni zobecnéné soufadnice kazdého &lanku a zarovei musi
byt spInéno

E(q9)<e (3-32)

kde ¢ je ptipustna chyba polohovani.
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/[ Priklad 3-5 Vypocet a zobrazeni chyby polohovani

Ptiklad mechanismu se dvéma stupni volnosti dle Obr. 3-7. Hledany jsou hodnoty celkové chyby po-
lohovani E(q,, g,) pro zddanou polohu a orientaci posledniho ¢lanku dle uvedeného obrazku. Jako vy-
chozi poloha je pfitom brana libovolna poloha kolem zadané polohy. Je tedy nutno vyjadtit chybu po-
lohy a chybu orientace jako funkci kloubovych proménnych. Nejprve jsou vypocteny vektory polohy
koncového bodu v zadané a obecné poloze

b Y,

Obr. 3-7
0 0.0
= | 05 o 5.0 = |55 0 108 03 95 03 ~lpsin ey i
0.346 Il-sin[ ql) + I2-cos( ql) -sin( qz) + I2-cos( qz) -sin( ql)

Déle jsou vyjadieny jednotkové vektory v Zadané poloze mechanismu pro g, =60°a g, =300°

[EY

a Vv obecné poloze pro libovolné hodnoty g, a g,
0
in( ql’qz) - cos( ql) -cos[ qZ) —sin( ql) -sin[ q2)
cos[ ql) -sin[ qz) + cos[ qz) -sin[ ql)

0

1
jn(ql’qz) — —cos[ ql) -sin[ qz) —cos( qz) -sin' q1) kn[ q1=q2) =10
cos[ ql) -cos( qz) - sin( ql) -sin[ qz) 0
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Chyba polohy, chyba orientace a celkova chyba polohovani je pak vyjadfena jako

deltaﬂq gy = — ‘ T.‘ _ | [
1>92 = | Pbd ~Ppn 9192 | Pbd ~ Pbn 91,92 |

2

2 2
ST ST T
deltaO ql,qzj‘ = |:<Id In ql,qz) —1) +(jd -Jn‘ql,qz‘\ —1) +<kd ‘kn[ ql,qzj —1)}

E[ ql,q2) = deItanql,qz) +de|ta0[q1,q2)

Na obrazku Obr. 3-8 je ukazan vysledny graf chyby polohovani ve 3D zobrazeni. Na tomto zobrazeni
je vidét typicky prubéh chyby polohovani s minimem E(qy, g,) =0, ze kterého mizeme odecit polohu
o, =60°a g, =300°. Druhy (na obrazku pravy blizsi prubéh) ukazuje feSeni pro hodnoty pro g, =60°a
g, =—60°, coz je vlastné totéz fesSeni, protoze g, =300°=-60°.

Obr. 3-8

Vypocet chyby polohovani v prosttedi Mathcad pro mechanismus se dvéma stupni volnosti dle Obr.
3-7 je ukézan na nasledujicim odkaze - ..\Mathcad\RR_deg.xmcd

Prohlizeni vypoc¢tu béznym prohlizecem (napf. Internet Explorer) na ..\Mathcad\RR_deg.html
Komentovany vypocet chyby polohovani je také ukézan jako animace:

o0
*q .MAnimace\Chyba polohovani\Chyba polohovani.mp4
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3.3.1 Metody heuristické

Tato skupina metod je zalozena na optimalizacni technice pfimého heuristick¢ého vyhledavani
feseni. Principem vyhledavani je minimalizace funkce chyby polohovani postupnym fiktivnim pohy-
bem jednotlivych pohybovych jednotek v cyklu. Vyhodou je pomérné rychla konvergence do bodu
blizkého kone¢nému feseni. Tyto metody jsou pouzitelné i pro vétsi pocet stupnd volnosti nez Sest,
nejsou citlivé na singularni polohu mechanismu a na pfesnost stanoveni vychozi polohy. Mezi nejpou-
zivangjsi patii metoda cyklického decimovani chyby polohovani - Cyclic Coordinate Descent (CCD),
(Luenberger, 1984), a metoda, kterou vyvinul K. Kazerounian (Kazerounian, 1987).

N\

Zadand polo-

‘_)/ Vychozi polo-
C

Y

Obr. 3-9

Metoda CCD pouziva k minimalizaci celkové chyby polohovani postupného fiktivniho pohybu
jednotlivych ¢lanki. Vychozi podminky pro pouziti metody jsou - oteviena kinematicka struktura, tuhé
¢lanky, pohybové jednotky s jednim stupném volnosti, 0sy z ve sméru otaceni nebo posuvu &lankd®.
Kazdy cyklus hledani feseni sestava z n krokt (n - pocet stupiiti volnosti). Zacina se fiktivni pohyb po-
slednim ¢lankem, ostatni pohybové jednotky jsou zablokovany. Posledni ¢lanek se nataci o thel ¢ do
polohy, ve které je minimum chyby polohovéani AE . JelikoZ chyba polohovéani je definovéana jako sou-
¢et chyby polohy a chyby orientace, je optimalni poloha natoceni ¢lanku kompromisem mezi minimem
chyby polohy a orientace (v Obr. 3-9 ¢arkovan¢). Po nalezeni minima chyby polohovani je zablokova-
na posledni rotacni jednotka a uvolnéna predchozi. Dvojice poslednich ¢lankti se opét nataci do polo-
hy, ve které je chyba polohovani AE minimalni. Takto se postupné dojde az k prvni pohybové jed-
notce. Cyklus iteraci (fiktivnich pohybtl) se opét opakuje od posledniho ¢lanku a to tak dlouho, az je
splnéna podminka, Ze chyba polohovani je mensi neZ nastavena piesnost vypoctu.

Nasledujici odvozeni je provedeno pro rota¢ni pohybovou jednotku. Obecné se v i-tém kroku
cyklu (i = n, n-1, ..,1) pohybuje pouze pohybova jednotka i (0Statni jsou blokovany) tak, aby byla mi-
nimalizovana funkce chyby polohovani. Obr. 3-10 znazorfiuje jeden krok cyklu pfi pohybu rota¢ni po-
h. jednotky kolem osy z; ;. Vektor p,;_, ukazuje okamzZitou polohu pocatku i-1 soufadného systému,
vektor p;_; , je vektor z po¢atku i-1 souf. systému do okamZité polohy pocatku posledniho (n-tého)

4 obecn& neni nutno dodrzet Denavit-Hartenbergiiv princip orientace soutadnych systém, ale z hlediska snadné algoritmizace a automatizace
vypoctu je to vyhodné
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souf. systému, p;_; 4 je vektor z pocatku i-1 souf. systému do pocatku posledniho souf. systému v za-
dané poloze.
V i-tém kroku vektory py;; @ p;;4 zOstdvaji konstantni a vektor p;;, a posledni soufadny

Zq
Zn
Yd
Ap
X
‘ Yo
Xn
pid—l ¢
Ziy
Z,
Py
Py
Xp Yo
Obr. 3-10

systém v okamzité poloze se nataceji kolem osy z;_, tak, aby byla minimalizovana funkce celkové
chyby polohovani E(q). Chyba polohy AP(q) je v tomto piipad¢ definovana pomoci vektord p; 4
aPi1,q-

V i-tém kroku pfi rotacni pohybové jednotce je zobecnéna proménna g; predstavovana thlem
nato¢eni 9, ostatni zobecnéné soutadnice jsou konstantni. Vektor p;_; , rotuje kolem osy z; ; o thel
¢ do polohy p; ; (). V tomto kroku je chyba polohy a orientace pouze funkci jediné proménné ¢.
Uloha je najit takové ¢* pro které je minimalni celkova chyba polohovani, tj.

E g +¢* =minE q; +¢ (3-33)
pak
gD = q®) 4 (3-34)

a prejdeme k dalsi pohybové jednotce. Takto postupné najdeme novy vektor zobecnéné soufadnice
q®*Y | ktery slouzi jako vychozi poloha pro dalsi cyklus iterace. Obecny n-rozmérny problém je takto
pfeveden na jednorozmérny s proménnou ¢ . Chybu polohy pak je mozno vyjadfit

:
AP(@)= Piyg —Pian(®) - Pitg —Pin(®) =

=(Pira) -Pisg + Pign(®) T-Di-l,n((”)—z Pi_1d T-pi—l,n(¢) (3-35)

jelikoz prvni dva cleny v rovnici (3-35) jsou v dané vychozi poloze kladné a konstantni, uloha hledani
minima funkce AP ¢ piechazi na hledani maxima funkce
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9:(9) = Pi1g T-pi—l,n((ﬂ) (3-36)

Obdobné chybu orientace je mozno vyjadrit jako funkci ¢
T . 2 T . 2 T 2
AO(p) = ig.ipy(@) -1 + Jg.Jn(9) -1 + Kq.K,(9)-1 (3-37)

Jednotkové vektory jsou znazornény na Obr. 3-11. Jejich skalarni souiny je mozno vyjadrit jako

ig.iy ¢ =cosy; ¢

jo-in @ =cosy, ¢ (3-38)
ki-Ky ¢ =cosyz ¢

a chybu orientace dosazenim do (3-37)

3
A0(p) =Y cosy;(p)-1" (3-39)

j=1

kde cos(y/;) e (-1,1). Vzhledem k rozsahu funkénich hodnot funkce cos, hledani minima funkce AO ¢
je totéz jako hledani maxima funkce:

3
9y ¢ =D.COSY; @ (3-40)
j=1

Tato matematickd Gprava neni z hlediska exaktniho feSeni Upln€ rovnocennd, obecné minimum
AO ¢ amaximum g, ¢ ma jiné feseni, ale pro danou metodu numerické iterace je postacujici, obé
feSeni se asymptoticky blizi a Gprava velmi zjednodusuje a zrychluje vypocet. Kombinaci chyby polo-
hy a orientace prechdzi tloha na nalezeni maxima funkce

g @ =Wy0; @ +Wegp @ (3-41)

Jednotliva kritéria (polohy a orientace) mohou byt doplnéna vahovymi koeficienty w, a w, pfi-
znavajicimi vétsi dilezitost pfesnosti dosazeni polohy, ¢i orientace. Je obtizné nalézt obecné pravidlo
pro volbu vahovych koeficientl, protoze zékladni ptfesnost polohovani jako objektivni funkce je dana
volbou pozadované maximalni chyby polohy a orientace v sou¢tu a vhodna volba téchto koeficientd se
navic lisi pfipad od ptipadu podle kinematické struktury a polohy zadaného a vychoziho bodu. Jedno-
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duchym kritériem je narist poctu iteraci pfi praktickém pouziti, kdy prubéh funkci g, nebo g, kolem
maxima je velmi plochy. Programové feSeni umoziuje tuto situaci registrovat a reagovat zmensenim
vahového koeficientu. Uloha tedy je najit takové ¢*, které spliiuje podminku

g p* =max g ¢ (3-42)

a dale thel p*musi byt v ptislusnych fyzikalnich mezich - Obr. 3-12

9 <p*<o"
o' =qf - qf (3-43)
o' =g’ —qf

Obr. 3-12

3.3.1.1 Analytické FeSeni

Vektor p; ;, ¢ lze pomoci Rodrigovy formule (Wang, 1985) vyjadtit ve tvaru:
T . .
Piitn @ =Ki Pign Kig - 1-C0S@ +pPjg,.C080+ Ki Py, SiNg (3-44)
adosaditdo g, ¢

T T T
9 ¢ = Pisg K- Pin Kig . 1-C0S¢ + Pigg Pign-COSQ+

. (3-45)

+ Piigg - KiaPign Sing

obdobné lze vyjadfit g, ¢

9, ¢ = igkyy . il ki, .1-cosp +ifi,.cosp+iy. K i, .sing+
+ jh ki . dnkiy . 1-cose +jh.j,.cos0+ 5. Ki g, Sing+ (3-46)
+ kiki, . klki;.1-cosp +kik,.cosp+k]. ki 1k, .sing

dosazenim g, ¢ a g, ¢ do g ¢ aupravou zavorek dostaneme

g ¢ =3 1-cosg +a,Ccosp+agsing (3-47)

kde &, a,, a; jsou v dané poloze konstanty vyjadiené pomoci polohovych a jednotkovych vektort

T T
=W, Pig Kig. Pign Kig +
(3-48)

+w0[ Tk 0Tk + Qhkig . itk + KiK. KTk }
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T T T -
8 =Wy Pid -Pian +Wo|: igdy + Jgdn + Kok, J (3-49)

8 =ki4 Wy BignPisd +Wo|: indg + Jndg + Kokg J (3-50)

Pokud neuvazujeme limity pohybt jednotlivych pohybovych os lze najit maximum funkce g ¢ az
toho plynouci ¢* z podminek:

d
v & —a, sinp+agcosp=0
do
d 2
g f’ = g —a, Cosp—asinp <0
de
u
L G Reseni je platné pokud ¢'<g*<p". Pokud vypodétené ¢*je mimo meze, pak v
A daném kroku provedeme nasledujici ptitazeni
k g¢ >g 9" g*=g
at
g¢ <g ¢ p*=¢"
|
Gi T
Obdobné vztahy lze odvodit pro translacni jednotku. V tomto piipade
Obr. 3-13 muze byt redukovéna jen chyba polohy. Translaéni pohybova jednotka se fik-
tivné posouva z vychozi polohy o vzdalenost 4. Pak pro chybu polohy (orien-
tace se nemeni) plati
T
AP 2 = Pigg— PiantKisd . Pigg— Pigntkigd (3-54)

upravou dostaneme

AP 1 =Ap'.Ap-2Ap' K; ;. A+ A? (3-55)

Hledame tedy takové A* pro které plati - Obr. 3-13

AP A* =min AP A (3-56)

promeze  A'<a*<i' A =g‘-q A=q'-g (3-57)

feSeni nalezneme z podminek

a4z A-Ap' Kk, =0 (3-58)
di

m =2>0 (3-59)
dA?

Pokud 4* je mimo uvedené meze pak analogicky provedeme nasledujici pfifazeni

AP 2% <AP A1 ax= Y AP 2% >aAP A1 ax= (3-60)
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Takto je v kazdém kroku CCD metody redukovan n-rozmérny minimaliza¢ni problém na jedno-
rozmérny, jehoz analytické feSeni miize byt pomérné snadno vypocitano. Jelikoz je v kazdém kroku
minimalizovana funkce celkové chyby polohovani, je zajisténa globalni konvergence metody. Praktic-
ké zkuSenosti s touto metodou ukazuji, ze konverguje k poloze blizké feSeni velmi rychle, prakticky v
nékolika cyklech. Dalsi konvergence z polohy velmi blizké feseni do zadané polohy jiz trva podstatné
déle. Z divodu heuristické povahy vyhledavani feSeni, neni metoda citliva na presnost stanoveni vy-
chozi polohy. Potize s touto metodou nastavaji velmi ziidka. Nékdy dochézi ke konvergenci k bodu
blizkému feseni, ale chyba polohy uz se dale nezmensuje a je stale vétsi nez zadand minimalni hodno-
ta. Pokud existuje vice feSeni pro danou polohu a orientaci pracovniho ¢lanku mechanismu, metoda
nenalezne vSechna mozna feSeni, ale je nutno ji modifikovat. Obecné ale plati, ze metoda je pouzitelna
i pro vice nez Sest stupni volnosti a nezavisi na ptipadné singularité ve vychozi poloze, coz jsou pod-
statné vyhody proti aproximacni skupin€ metod.

3.3.2 Metody zaloZené na gradientu chyby polohovani

Gradientni metody (Reklaitis, 1983) patii ke skupiné optimalizacnich metod pro feSeni inverzni
transformace. Optimalizace je opét provadéna iteraci postupnym zpiesnovanim vektoru zobecnénych
proménnych q, ktery vystupuje jako parametr optimalizované soustavy pfi jeho znamé vychozi a Za-
dané hodnoté. Jako kritérium optimalizace (objektivni funkce) vystupuje minimum chyby polohovani
E q . Principem gradientnich metod je fiktivni pohyb vSemi pohybovymi jednotkami dané kinematic-
ké struktury soucasné tak, aby se hodnota chyby polohovéani E q v daném kroku pohybovala ve smé¢-
ru svého nejvétsiho spadu, tj. ve sméru svého zaporného gradientu. Chyba polohovani je funkce vice
proménnych a tedy pro jeji gradient plati

(3-61)

Jednotlivé slozky vektoru VE q odpovidaji pfispévku zmény jednotlivych zobecnénych sou-
fadnic k chybé polohovani. Tam kde je velka hodnota, dochazi jiz pfi malé zméné zobecnéné souiad-
nice k velké zmén¢ chyby polohovani a naopak. Krok

T

u=u, U, - U, (3-62)

ktery je nutno vykonat jednotlivymi pohybovymi jednotkami smérem k minimu chyby polohovani je
tedy umérny vektoru VE g . Chyba polohovani je definovana

T T . 2 T 2 T 2
E(@= Ppg —Pon @ - Poa —Pon d + ig-in(@ -1 + jg.Jn(@-1 + Kq4.K,(@)-1 (3-63)

a pro jednotlivé slozky gradientu tedy plati

JE q T OPpy G T T Ji, q
=2 - . +2| dg.0 -1 )iy, — ||+
2 Pon 9 —Ppg o0, daln @ d o0,

T 1 O,
+2{ jgd, a -1 (J;’ Jﬁq_q H+ (3-64)

K, q
+2{ kik, q -1 .(kg. qui H
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Jednotlivé parcidlni derivace vektort podle zobecnénych soufadnic 1ze pomérné snadno odvodit z fy-
zikalniho vyznamu stejné jako u slozek Jakobiovy matice

K.1Pi1 () rotaini jednotka
FPon :{ e (3-65)
A0
N Ki_1 translacni jednotka
i, g _{ki_l.l g rota¢ni jednotka (3660
29,

0 translac¢ni jednotka

Po dosazeni do (3-64) dostaneme pro jednotlivé slozky vektoru VE q pro rota¢ni jednotku

5;qiq =2 Py 9 —Ppg " Ki3-Pign +2 |:i-clj-'in q —1]-[@- Ki iy 9 J +
42 [J5dn a4 -1 [J5 Kiadn @ |+ (3-67)
+2 [Ki.K, —1][@. KK, g ]

a pro translacni jednotku

JE q T ~
=2 Ppn d —Ppg - KigPian (3-68)
a9

Jak uz bylo uvedeno, metody zalozené na gradientu chyby polohovani pohybuji fiktivné soucas-
né¢ vSemi pohybovymi jednotkami s krokem u, ktery je tmémy VE q . Zakladni algoritmus iterace je
tedy

q"? =q* +Aq® =q* +a* u* (3-69)

Metod pro vypocet kroku u je nekolik a jsou uvedeny dale. Koeficient o, ktery je zaveden na-
vic se nazyva optimalni mira kroku a je to ¢islo, které je pro vSechny pohybové jednotky stejné a op-
timalizuje krok u podle prubéhu funkce E q tak, aby bylo v daném kroku nalezeno minimum chyby
polohovani a byla zaru¢ena konvergence metody. Nejprve je provedeno odvozeni miry kroku o a dale
jsou uvedeny dvé metody nalezeni kroku u. Chybu polohy a orientace v daném kroku lze vyjadtit jako
funkci jedné proménné « (pii znamém kroku u)

AP(@) = Pog —Ppn (A + 1) . Pog —Ppn(q +2U1) (3-70)
2 2 2

AO(a) = ifi (q+au)-1" + jij,(@+au)-1" + kjk,(q+au)-1 (3-71)

E(x) = AP(@) + AO(«x) (3-72)

Pivodné n-rozmérny problém hledani minima funkce E g je tak pieveden na jednorozmérny
problém hledani minima funkce E « . Hledame tedy takové a, pro které plati

Ea =minE a (3-73)
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Pro velmi malé zmény zobecnénych soufadnic je mozno zménu polohy a orientace koncového bodu
vypocitat pomoci Jakobiovy matice

dp| |J
LO}:LZ’}. dq (3-74)

Jelikoz se jedna o metodu iteracni, jejiz krok je navic optimalizovan, je mozno si dovolit zaménu
dg—>Ag=au (3-75)
Pak je mozno psat

Pon (A +U)=pp, 9 +dp=pp, 9 + [J o ].a.u (3-76)
i, q+au =i, q +déi, q kde do= J, .au (3-77)
Po dosazeni do E(a) = AP(«)+AO(«x) a Gpraveé dostaneme

E a =a-2ba +ca’ (3-78)

kde koeficienty a, b, ¢ jsou v daném kroku konstantni a jsou pouze kombinaci polohovych a jednotko-
vych vektort v dané vychozi poloze, dale vektoru vyhledavani u v dané vychozi poloze a submatic
J,.J, Jakobiovy matice ve vychozi poloze. Plati

T T - 2 T - 2 T 2
a= Ppg —Ppn A - Pog —Pon A + igipg(@ -1 + jgjp(@)-1 + kgk,(q)-1 (3-79)

b= Pyg —Ppn @ T'|:‘]p:|'u+

) A . T (3-80)
R @1 Tgdy + dn@ -1 Gy + KGRy @1 Kaky |95 0
T L T P o TP . T 2
c= [Jp].u .[Jp].u+[ 0,-in "dJ +[ou.1n .jd:| +[ou.kn .de (3-81)
kde o, = J, u (3-82)
Pak pro nalezeni minima je mozZno psat
2
E
d 205 =2c>0 = minimum (3-83)
do
€ o =2 -b+ca =0 = a:9 (3-84)
da c

Nejprve je tedy na zakladé dale uvedenych metod stanoven vektor vyhledavani (krok) u, vypocteny
koeficienty b a ¢ a na jejich zaklad€ vypocten koeficient o .
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3.3.2.1 Newtonova metoda nalezeni vektoru vyhledavani

Provedeme Taylortiv rozvoj chyby polohovani E q jako funkce vice proménnych
E q+Aq =E q +VE q T.Aq+%AqT.V2E q .AQ+... (3-85)

V dalsim pouZijeme pouze prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje. Jelikoz hledame minimum E q° , v
misté minima je spad (gradient) roven nule, tj. VE q° =0

VE q+Aq =VE q +V2E q ' .Aq=0 (3-86)

z tohoto vztahu vyjadiime Aq

Aq=-V?E q ".VE q (3-87)
pak plati
q*t =q* -v?E q 'VE q (3-88)

vztah doplnime mirou kroku o a dostaneme vysledny vztah

-1

q“*t =q* —a|V?E q* VE q* (3-89)

u

Vyraz V’E q =H se nazyva Hessova matice, je to nxnsymetricka matice, pro jejiz prvky plati

_J’Eq

_ (3-90)
' 0;.0q;

Metoda velmi dobie konverguje, vycisleni Hessovy matice a tim 1 vektoru vyhledavani trva po-
né¢kud déle, proto neni pfimo vhodna pro fizeni v redlném case.

3.3.2.2 Metoda BFS

Z divodu pomalého vypoctu matice H byla vyvinuta jina metoda vypoctu vektoru vyhledavani,
ktera byla soucasné publikovana tfemi autory, a proto nese spole¢ny nazev BFS (Broyden, Fletcher,
Shanno) (Reklaitis, 1983). Vyhodou této metody je, ze nevyc¢isluje Hessovu matici, ale nahrazuje ji
jinou matici A, ktera je rovnéz symetricka rozméru nxn a nazyva se matrice. Pak pro vektor vyhle-
davani plati

u¥ =—A* VE g* (3-91)

Pro matici metrice odvodili autofi rekurentni vzorec

k kT k kT k kT
Ak :[I——Aq kT'Ag g ].Ak .(l—AqkTAg g J+Aq qu : (3-92)
Aq ¥ T Ag Aq¥TAg® | aq*T.Ag

kde I je jednotkova matice nxn
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Ag¥ =VE q** -VE q* (3-94)

Algoritmus vypoctu:
1. Zname q ° - vychozi poloha, vypodteme VE q ° vitéto poloze

2.u° =—VE q° , A® =1 Vvypoclteme a:B
c
3.q' =qo +au?, Aqo =a’u?
4. Vypocteme VE q1 , Ago =VE ql -VE qO
5. Z rekurentniho vzorce vypodteme A’ , u '=_A*VE q!

6. vypocteme 2 adalena 1. dokud neni E q <e.

Matrice A se pfi vypoctu postupné blizi k hodnoté Hessovy matice H v dané zadané poloze. Me-
toda velmi dobte konverguje pro blizkou vychozi a zddanou polohu koncového bodu a je v této poloze
velmi rychla i pro vice stupnd volnosti (n > 8), kdy klasické vektorové metody selhavaji. Z uvedenych
divodi je pro vzdalenou vychozi a Zddanou polohu vhodnéjsi pouZziti metody CCD a pro blizkou vy-
chozi a zadanou polohu vhodnéjsi pouziti metody BFS. Oba algoritmy Ize také kombinovat, ¢imz lze
podstatné¢ zkratit feSeni inverzni kinematické ulohy.

3.4 Vektorova metoda inverzni transformace

Vektorova metoda je odvozena pro danou kinematickou strukturu a je zalozena na trigonomet-
rickych vztazich mezi ¢lanky a pouZiva vektorovy a maticovy pocet pro doplnéni trigonometrickych
vztahl. Pro vektorovou metodu obecné nemusi byt pouzito Denavit-Hartenbergovy konvence rozmis-
téni soufadnych systémd, ale tato konvence je vyhodna z hlediska automatického sestaveni transfor-
macnich matic. Kinematicka struktura mechanismu s péti stupni volnosti a rozmisténi souradnych sys-

tému je znazornéno na Obr. 3-14, tabulka parametrti je uvedena v Tab. 3-2.
Tab. 3-2

i g |4 3 i

0 |0 lo 0 0

1 q | L 0 7l?2

2 g, |0 I, 0

3 g; |0 Iy 0

4 |aq, |0 0 wl2

5 g5 | l,+15|0 0

Dosazenim parametrii z Tab. 3-2 do obecného vyjadieni transformacni
matice dostaneme jednotlivé transformacéni matice
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o O~ O

[cosq,
sing;

[cosq,
sing,

o O

o r O O
-

(BN

sing,
—COoS O

o r O O

—-sing, O
cosg, O
0 1
0 0

o O O
|
o
(@]
(72}
o]
=

(3-95)
0
° (3-96)
Il
1
I, cosq,
I,sinq,
3-97
0 (3-97)
1
Obr. 3-14
I;cosq;
I3sing, ]
0 (3-98)
1
0
0
0 (3-99)
1
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cosgs -—sings; O
sings, cosgs O O
= 3-100
=l o o 4 (3-100)
0

0 0

Jelikoz je zndma poloha a orientace koncového bodu, je také ¢iseln€ znama celkové transformacéni ma-
tice

sy Jsx k5x r5><
I5y JSy k5y r5y

Tos =| . _ (3-101)
5, s kSZ Is,
0O 0 0 1
1) Vypocet g
g, = arccos fox - (3-102)
2
kde vektory ry, kg jsou ¢iselné znamy z transformacni matice Ty
2) Urceni pocatku O, ¢tvrtého souradného systému
X2
Y l;
I2
I
p
Xl
I o r}
1 is
2 2
b e+
Obr. 3-15
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3) Vypocet q,

a) ureni thlu « (Obr. 3-15)

fax = Tax

hay = oy (3-104)

faz =T — lo+h

a= arccosM (3-105)

i
b) uhel B je urCen z kosinové véty
l5 - l, ? —|r14|2
3 =arccos (3-106)
=215.|ry|
V4

d, :a+ﬁ—5 (3-107)

4) Vypocet g,
P =1 2= 1, 2
y =arccos 24— 3 2 (3-108)
21,1,

=7+ (3-109)
4) Vypocet q,
a) vypocet T3 0;,0,,0; , prvni sloupec matice dava is

J =arccos Ks.ig (3-110)
0 :%—5 (3-111)
5) Vypocet g

gs je thel mezi i, ais a je stejny jako tthel mezi k; a js . Pak

gs =arccos Ks.js (3-112)

Rychlost vypoctu lze vyznamné zvysit pouzitim rekurentniho Rodrigova vztahu pro vypocet
vektori i; a k; misto relativné zdlouhavého a neptesného nasobeni transformacnich matic

ij =1j4.c08% + K;_; xi;_; .sing (3-113)
ji = ki X ii (3'115)
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Vypocet 1ze snadno programovat, je velmi rychly a tato metoda byva nej€astéji pouzita pro uce-
ly fizeni polohy v realném case. Programové je nutno oSetfit vyjimecné polohy ¢lankt, kdy trojahelni-
ky a s nimi trigonometrické vztahy degeneruji a je nutno v téchto polohach interpolovat z okolnich
hodnot. Vektor zobecnénych soufadnic je nutno piepocist pomoci pfevodovych pomért rotacnich a
translacnich jednotek na uhlové hodnoty natoceni jednotlivych pohont (pii pouziti rotaénich pohonit),
které vstupuji jako zaddané hodnoty pro regulaci polohy.

3.5 Reseni inverzni iilohy kinematiky v prostiedi systému Pro/Engineer

Vétsina CAD systémil dokaze tesit inverzni tlohu kinematiky, kdy se pohybuje koncovy bod
mechanismu, ostatni ¢lanky zistavaji zapojeny v sériové kinematické struktufe a v souladu s pohybem
koncového bodu se také pohybuji a nataci. Piiklad feseni této ulohy v prostiedi systému Pro/Engineer
je ukazéan na nasledujici animaci

o0
*q .MAnimace\3DOF inverzni uloha\3DOF inverzni uloha.mp4

> | Shrnuti kapitoly

V této kapitole bylo popsano né€kolik zpiisobii feSeni inverzni tlohy kinematiky — tedy ulohy,
kdy je znama poloha koncového bodu a orientace posledniho ¢lanku, resp. nastroje a jsou hledany jed-
notlivé kloubové proménné (zobecnéné soufadnice) natoceni a posunuti jednotlivych ¢lankd. Vybér
metody zavisi na poctu stupnd volnosti a na aplikaci, pro kterou je feSeni hledano. Pro ucely vypoctl a
modelovani je mozno pouzit optimaliza¢nich metod, pro Gcely fizeni je nejvhodnéjsi pouZiti vektorové
metody, také se pri rychlosti dnesnich fidicich po¢itact daji pouzit aproximacni metody, ovSem s tim,
Ze aproximacni metody jsou pouzitelné pouze do Sesti stupiiti volnosti.

) Otazky

1. Inverzni uloha kinematiky, aproximace pomoci Taylorova rozvoje transformacni matice. Popis-
te princip metody

2. Jakobiho matice a jeji aplikace.

3. Inverzni Gloha kinematiky, Newtonova aproximacni metoda. Popiste princip metody

4. Optimaliza¢ni metody feSeni inverzni ulohy kinematiky, metoda heuristicka. PopiSte princip
metody

5. Optimalizacni metody feSeni inverzni tlohy kinematiky, metoda gradientni. PopiSte princip
metody
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../Animace/3DOF_inverzni_uloha/3DOF_inverzni_uloha.mp4

4 PLANOVANI TRAJEKTORIE POHYBOVYCH JEDNOTEK

@ Cas ke studiu: 1 hodina

BXQ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

- na zaklad¢ vysledku feSeni inverzni tlohy jsou ziskany diskrétni hodnoty poloh jed-
notlivych kloubii. Pro ucely fizeni je potfeba z t€chto pribéht vypocitat spojité na-
hradni (interpolacni) funkce, pro ucely ptipadného pievzorkovani a také pro ucely
vypoctu prabehii ruchlosti a zrychleni kloubii pro dal§i dynamicky model mechanis-
mu,

- vyuzit n€kolik zptsobl interpolace prubéhu polohy a vypoctu pribéht rychlosti a
zrychleni kloubt — interpolace linearni, kvadratickou a kubickou funkci

@ Vyklad

Uvedené metody inverzni transformace vedou v zasadé ke stejnému vysledku a to k vektoru zo-
becnéné souradnice q, ktery odpovida dané poloze a orientaci koncového bodu. Vychozimi udaji pro
dynamicky model, popi. pro syntézu regulatord ale je prubéh polohy, rychlosti a zrychleni jednotli-
vych pohybovych jednotek. Priibéhu polohy a orientace koncového bodu v Case tedy odpovidaji pri-
behy polohy jednotlivych pohybovych jednotek. Problém je v tom, ze pritbéhy polohy dostaneme jako
spojité (alespon po Castech) pouze pfi pouziti vektorové metody, ostatni prezentované iteracni metody
se daji pouzit pouze pro diskrétni body. VétSinou se tento problém fesi tak, Ze se trajektorie koncového
bodu rozd¢€li na malé inkrementy, pro tyto diskrétni body je proveden vypocet vektoru zobecnénych
proménnych q a diskrétni body pribéhu polohy jednotlivych pohybovych jednotek se prolozi vhodnou
interpolacni funkci. Vyhodou vhodné interpolacni funkce je moznost provedeni jeji prvni a druT, hé
derivace v Case a tim ziskani pribeht rychlosti a zrychleni jednotlivych pohybovych jednotek, které je
nezbytné pro syntézu dynamického modelu mechanismu, popt. syntézu reguldtort.

Pojem ,,planovani trajektorie® je spiSe z oblasti fizeni a robotiky a je to vytvofeni vnitini systé-
mové interpretace pozadované trajektorie koncového bodu. Vétsina robotickych systémii umoziuje
zadavani trajektorie uenim, kdy je robot ru¢né navadén do zaddanych bodi trajektorie, nebo pfimym
zadavanim soufadnic koncového bodu a orientace nastroje, popt. kombinaci obou zptisobti. Takto za-
vedené body trajektorie je mozno spojovat pfimkovymi a kruhovymi tseky s definovanou navaznosti,
popft. prolozit vhodnou interpola¢ni funkci. Teprve po vytvofeni vnitiniho matematického popisu tra-
jektorie je tato trajektorie vzorkovana s periodou, ktera je dana rychlosti vypoctu inverzni kinematické
ulohy. Je vytvotfena posloupnost bodu jednotlivych Gsekl (segmentt) trajektorie a tyto body jsou pie-
pocitany inverzni transformaci na zddané hodnoty polohy - tzv. uzlové body pro jednotlivé pohybové
osy. Pfi planovani trajektorie jsou také oSetfeny nahlé zmény sméru a rychlosti koncového bodu tak,
aby nebylo piekonano maximalni povolené zrychleni pohybovych os vzhledem k omezené pretizitel-
nosti pohonit a ménich a vzhledem k dimenzovani prvkid mechanického subsystému. Takto upravena
trajektorie pohybovych jednotek se po slozeni pohybu projevi v rozdilu mezi idealni a skutecnou tra-
jektorii koncového bodu.
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Obr. 4-1

4.1 Interpolace na urovni kloubii

Metody interpolace jsou stejné jak pro potieby syntézy dynamického modelu, tak pro ucely fi-
zeni pohybovych jednotek. Pro tGcely fizeni je vétSinou potfeba mensi Casovy interval mezi jednotli-
vymi vzorky (minimalni frekvence vzorkovani je 100 Hz, pro kvalitni fidici systémy je ale mnohem
vyss§i), pro Gcely dynamického modelu, tj. vypocétu prubéht reakcei, staci vzorkovani s periodou kolem
100 ms. Zavisi to na dynamické narocnosti trajektorie, protoze pii rychlych dynamickych zménach se
mohou S$picky zrychleni (a tim i reakci) ocitnout mezi jednotlivymi uzlovymi body a tim jsou skryty.
Podminkou pro volbu aproximacni funkce je prichod v§emi uzlovymi body segmentu, jen ve zjedno-
dusenych ulohach je mozno pripustit odchylku od uzlovych hodnot. Ptitom kritériem volby vhodné
interpolacni nebo aproximacni funkce je nejen dosazeni co nejvetsi presnosti polohovani, ale také na-
roky na vypocetni moznosti piipadného fidiciho systému. Kontrolu spravnosti volby interpola¢ni nebo
aproximacni funkce je mozno provést zpétné¢ pouze piimou transformaci diskrétnich hodnot klou-
bovych proménnych mezi uzly na polohu a orientaci koncového bodu mechanismu a vyhodnocenim
chyby polohovani. Pro interpolaci trajektorie mezi uzlovymi body volime systém jednoduchych za-
kladnich funkci takovych, které 1ze snadno vypocitat pomoci jednoduchych a rychlych operaci na tidi-
cim pocitaci, tj. s¢itani a nasobeni. Prib¢h trajektorie mezi uzlovymi body pak interpolujeme pomoci
polynomu, vytvofeného linearni kombinaci téchto jednoduchych zdkladnich funkci

Q t =Cy+C, t, —t +C, t, ~t *+..+C, t, —t " (4-1)

Resdeni interpolacni funkce mezi uzlovymi body tedy spodiva ve stanoveni fadu interpolacni
funkce podle vykonnosti pocitace a v nalezeni koeficienti C, az C,. Mezi vyhody pfi pouZivani poly-
nomialnich funkci patii pfedevsim to, Zze se daji plné€ popsat koneénym poctem tdaju (stupen, koefici-
enty) a ze se jejich hodnoty daji bez problémul pocitat konecnym poctem aritmetickych operaci. Zvy-
Sovani stupné€ aproximujiciho polynomu neptinasi vzdy zvySeni piesnosti aproximace. Pfi aproximaci
polynomy vyssich stupni, zejména pii ekvidiStantnich uzlech, mald neptesnost ve vstupnich datech
pusobi velké chyby v hodnot€ interpola¢niho polynomu. Zejména pro n>5 se projevuje nepiesnost vy-
poctu v jednoduché aritmetice, vliv zaokrouhlovani a priibéh aproximacni funkce mezi uzlovymi body
muze byt znacné zvinény. Z praktickych divoda - kompromis mezi slozitosti polynomu a z toho ply-
nouci ¢asovou naro¢nosti na vypocet, piesnosti a pozadavkem na hladkost aproximacni funkce - voli-
me n<3 a pracujeme tedy jen s podmnozinou uzlovych bodi segmentu, kterou postupné posouvame
PO segmentu.

4.1.1 Interpolace trajektorie linearni funkei

Tato metoda interpolace je pouzivana zejména u starSich fidicich systémi s malym vypocetnim
vykonem. Trajektorie kloubové proménné mezi uzlovymi body je interpolovana ptimkou, tomu odpo-
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vida konstantni hodnota rychlosti mezi jednotlivymi uzly s nespojitostmi v uzlech a nulova hodnota
zrychleni mezi uzly a teoreticky nekonec¢ny impuls zrychleni v uzlech. Prab¢h rychlosti v ¢asovém in-
tervalu vzorkovani t,,t,, meziuzlykak+1 je konstantni a je dan

; . T
Gt = : (4-2)
“ tk+1 _tk Tv

Tomu odpovida pribeh trajektorie

Q t :ij t dt:qk”T—_q"HC0 (4-3)

Vv

Integra¢ni konstantu dostaneme z okrajovych podminek

Qc & =0 quJr}I_—_qktk +C (4-4)

"

Co =0k _%I_—_qktk (4-5)

\

a po dosazeni do (4.109) dostaneme pro priibéh trajektorie

Q t =0 +qk+}r—_qk t—t, (4-6)

"

Z hlediska fyzikalniho modelu je toto feSeni velmi zjednodusujici, skokové zméné rychlosti od-
povida skokova zména kinetické energie, kterou soustava neni schopna vykonat, a nekone¢né hodnoté
zrychleni v uzlovych bodech odpovidaji nekonecné¢ velké momenty popft. sily pohdnécich jednotek.
Reélny mechanicky systém neni schopen tento pribéh trajektorie realizovat a presto, ze uzlové body
odstranéni uvedenych obtizi pouZivaji nékteré systémy linearni interpolaci s vyhlazenim kvadratlckou
funkei jen v izkém okoli uzlovych bodu (Taylor, 1983). Pies uvedené nedostatky byl tento systém ¢as-
to pouZzivan u klasickych fidicich systémt s fizenim jen na zéklad€ kinematickych veli¢in, kde vSechny
momenty zpusobené dynamikou pohybu vystupuji jako poruchové veliciny a je tikolem regulatort je
vyrovnat.

4.1.2 Interpolace trajektorie kvadratickou funkci

Trajektorie kloubové proménné mezi uzlovymi body je interpolovana kvadratickym pribéhem,
pribéh rychlosti je linearni, zrychleni mezi uzlovymi body je konstantni s nespojitostmi v uzlovych
bodech. Pro rychlost mezi uzlovymi body plati

Qk (t) Vi + Vi (t —t )_Vk (tk+1 t)_l__’_vkﬂ(t tk) (4_7)
k+1 — Yk v

kde v, a v,; jsou rychlosti v uzlovych bodech. Pro konstantni zrychleni mezi uzlovymi body plati

Qk 0= Vk+}r_ L a (4-8)

v

Rychlosti v uzlech v, a v,,,zatim nezname. Integraci (4-7) obdrzime prub¢h drahy
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Qt=[Qt dt:_szk' te,, —t 2+%. t—t, °+C, (4-9)

\ \

Integracni konstantu dostaneme z okrajovych podminek v uzlovych bodech dréhy v ¢asech t, a t,;

v,
QX & =0 = —?k-Tv +C (4-10)

v,
Q b1 =G = %'Tv +Cy (4'11)
Odectenim rovnic (4-10) a (4-11) dostaneme rekurentni vzorec pro vypocet v, ,, na zakladé v,

2 _
Vi :M_Vk (4-12)

v

Seétenim rovnic (4-10) a (4-11) dostaneme

V, -V,
Okt 0k = %'Tv + 2C:0 (4'13)

Cy = Qk+12+ Ok Vk+14_ Yk T, (4-14)

dosazenim (4-14) do vztahu (4-9) pro drahu dostaneme

v 2V 2 Ok t0¢ Vien W
to=——K -t T o, T4 KE — ke T, 4-15
Qk ZTV k+1 2Tv k 2 4 v ( )

Z hlediska fyzikalniho modelu toto feSeni mnohem lépe vyhovuje, jednotlivé useky drahy mezi
uzlovymi body na sebe hladce navazuji (spojita prvni derivace funkce drahy), pribéh rychlosti mezi
uzlovymi body je aproximovan pifimkou a zrychleni mezi uzlovymi body je konstantni a v uzlovych
bodech se méni skokové, coz je ekvivalentni poZadavku skokové zmény momentu nebo sily na poho-
nu. JelikoZ redlnd mechanicka soustava nemulze sledovat skokové zmény, vznikaji kolem uzlovych
bodu piechodové déje, které fesi regulator a tomu odpovidaji nepiesnosti v dosazeni piedepsané polo-
hy a orientace koncového bodu v uzlech. Tento zplsob aproximace je nejvice pouzivan, protoZe je
kompromisem mezi piesnosti fyzikalniho modelu a rychlosti vypoctu. Na rozdil od interpolace trajek-
torie pfimkou, poskytuje tento vypocet také hodnoty rychlosti a zrychleni pro fizeni na zéklad¢ dyna-
mického modelu mechanismu.

4.1.3 Interpolace pribéhu trajektorie kubickou funkci

Trajektorie kloubové proménné mezi uzlovymi body je interpolovana polynomem 3. stupné,
ktery lépe vyhovuje z fyzikalniho hlediska. Zejména je odstranén nespojity pritbeh zrychleni a tomu
odpovidajici skokové zmény zadané hodnoty sily, ¢i momentu, které realna soustava nedokaze reali-
zovat. Pribéh trajektorie kloubové proménné mezi uzly k a k+1 aproximujeme spojitou funkci Q, t ,
ktera je polynomem 3. stupné, pribéh rychlosti je kvadraticky, zrychleni ma linearni pribéh. Vsechny
tyto funkce jsou spojité na celém segmentu trajektorie a z podminky spojitosti pribéhu zrychleni na
celém segmentu vyplyva, ze priibéhy rychlosti a drahy mezi uzlovymi body na sebe hladce navazuji.
Interpola¢ni funkce na kazdém dil¢im intervalu je ddna polynomem 3. stupné se ¢tyfmi nezndmymi
koeficienty. Pfi interpolaci mezi dvéma uzlovymi body neni k dispozici dostatek parametrti, proto mu-
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si byt pouzit jesté jeden predchozi uzlovy bod. Pro dva intervaly tedy potfebujeme 8 podminek. Pod-
minky spojitosti drahy, rychlosti a zrychleni v uzlech davaji 3 podminky, interpola¢ni podminky pra-
chodu uzlovymi body davaji dalSich 3 podminky. Chybé&jici dvé okrajové podminky doddme ze zna-
losti rychlosti a zrychleni v pfedchozim uzlovém bodé¢. Ziskani téchto dvou podminek je pii posouvani
trojice uzlovych bodl po segmentu drahy jednoduché, protoze vyplyvaji z predchozich vypocti. Pro-
blémy nastavaji ale na zacatku segmentu, kdy piedchozi bod neni k dispozici. Pfi startu je nutno nej-
prve zavést interpolaci polynomem druhého stupné a pak pfejit na interpolaci polynomem tfetiho stup-
né. Pro aproximaci pritbéhu zrychleni na intervalu casu (tk ,tk+1> mezi uzlovymi body g, a q,_, plati

Gt —ay +Jen =8 g B bl Foan T (4-16)
ka1~ b T,
kde pro uzlové body plati
8, =Qt =qt (4-17)
+1 ZQ tea =4 teg (4-18)
T, =t —t (4-19)
Integraci rovnice (4-16) dostaneme vztah pro interpolaci rychlosti a drahy
= [Qt dt=- 2TV -t 2+2"—T+V1. t-t, > +C, (4-20)
Q t =[Q tdt_6 gt +a6kT+1. t—t, > +C,t+C, (4-21)
T, v

Integracni konstanty dostaneme z podminky pozadovaného priichodu interpola¢ni funkce uzlovymi
body, tj. dosazenim pocatecnich podminek

Q& & =gt =0 (4-22)
Q& b1 =d bty =0y (4-23)

do rovnice (4-21). Obdrzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

a 3 a
qk = ﬁ tk+l - tk + Cltk + CO = FkTVZ + Cltk + CO (4'24)
\
a 3 a 3 a, +1
Ok+1 ZGTk b1 —lea +ﬁ tea—t  +Citeg +Co =~ T2 +Cit, s +Co (4-25)
' \'

odectenim (4-24) od (4-25) dostaneme

1
Ok — :E A — 8 'Tvz +C1Tv (4'26)
z toho plyne
. 1
Cl a }I- il _g Ay — 8 Tv (4'27)

\

72



seCtenim rovnic (4-24) a (4-25) dostaneme
1
Oeeg + 0k = 5 da +a T2 +Cy ty+t +2C, (4-28)
1 a.+4a
Co :E|:qk+1 + 0k —%-Tvz -G g+ } (4-29)

po dosazeni (4-27) do (4-29)

1 a,_,+a -
Co=7]Okss + 0k — il -Tv2 — Teas ~ N e
2 6 1:k+1 _tk

1
+E Qg — 8 g~ oy }:

L Gt Gt - Qe — O Gaatho

> T (4-30)
Vv
—i[a A bt bt —
12 k+1 k K+1 k K+1 k
I Tk P VSU T o R P R 11 }
Druhou ¢ast vyrazu (4-30) upravime podle vzorce
a+b ¢c-d —a-b c+d =2 bc-ad (4-31)
112 qete—Qt 2
COZE{ : ktl} < 5 A Year — Aaa by Tv}:
Y (4-32)
Ot — Qg te 1
Z%—g A tog — A b Ty
Dosazenim (4-27) a (4-30) do (4-21)
A 3 G 3, [ Gker  TvByu O Tuay
to=K g ot Skl g S| e vl g o) Sk te,, —t 4-33
Qu 6T [t 6T, k [ T, 5 J k ( 6 j K+l (4-33)
Dosazenim (4-27) do (4-20)
' 8 2 Gy 2 O —G 1
. S R P L= k. LS, 4-34
Q« o fe o, k T g 18 Iy (4-34)

Zname tedy prub&h hodnot spojitych funkci drahy (4-33), rychlosti (4-34) a zrychleni (4-16) v
zavislosti na cCase na k-tém intervalu, tj. mezi uzlovymi body q, a q,,; . Az dosud jsme ptedpokladali,
ze zname také hodnoty zrychleni a, a a,,; v téchto uzlovych bodech, s jejichZ pomoci jsme funkce
(4-33), (4-34) a (4-16) vyjadiili. Hodnoty zrychleni je ale nutno vypocitat z okrajovych podminek v
uzlovych bodech. Vyjdeme z podminky spojitosti rychlosti k-1 a k-tého intervalu v ¢ase t, a ve vztahu
(4-34) pouzijeme substituci k =k -1, k +1=k pro vyjadieni Q, ; t

A

. a,_ 2 2 0. -0y 1
Q. t :_2le t, —t "+ t—t, , +%—E a —a., T, (4-35)

\ Vv "
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Déle vyjadiime Q. t, a z podminky spojitosti rychlosti v ¢ase t, , tj. Q.5 t, =Q, t, obdrzime
rekurentni vztah pro vypocet a, ;

; Ok —Ok &~ T, = _a_kTV e O B T & T, (4-36)
2 T, 6 2 T, 6

a po Upravé

A = 6[ Gea — 2q2k s J —4a, —a, 4 (4-37)
TV
Na pocatku pohybu vyjdeme ze znamé hodnoty zrychleni a, v Case t, pro k=0 (interpolace
kvadratickou funkci) a ze zndmé hodnoty pocatecni rychlosti v, (pro zac¢inajici pohyb v, =0). Poca-
tecni rychlost v, dosadime do vztahu (4-34)

; ay - &3
QO 0 VO 2 Y + Tv 6 v ( )

Ze vztahu (4-38) vyjadiime a, a pii znalosti a, je mozno pokracovat rekurentnim vzorcem
(4-37). Interpolace kubickou funkci se nejlépe piiblizuje k fyzikalnimu modelu a proto je vhodna
zejména pro vypocty v oblasti dynamiky mechanismi a méné vhodna pro potieby fizeni v redlném ca-
Se.

> | Shrnuti kapitoly

V této kapitole bylo popsano nekolik zptisobti interpolace (prolozeni) diskrétnich hodnot polohy
jednotlivych kloubovych proménnych — tzv. uzlovych bodu, ziskanych feSenim inverzni ulohy kine-
matiky. Vybér stupné polynomu zavisi na rychlosti fidiciho pocitace, nejlépe odpovida skute¢nosti in-
terpolace prib&hu polohy kubickou funkci, prubéh rychlosti je pak parabolicky a prubéh zrychleni li-
nearni. Pfi pouziti polynomu druhého stupné — tedy kvadratické funkce pro interpolaci pritbé¢hu polo-
hy, pak je prib&h rychlosti proloZen linearni funkci, coz jesté nevadi, ale prib¢h zrychleni kloubt je
pak skokovy (stupnovity). Takovému pribéhu odpovida i skokovd zména momentu pohonti a tohoto
prib&hu neni mozno fyzikalné dosdhnout. Vypocet je sice rychlejsi, ale vysledek neodpovida realité a
je mozno tento zplsob pouzit pro dynamicky méné naroc¢né trajektorie. Nejrychlejsi z hlediska vy-
poctu je interpolace polohy linearni funkci, priib&h rychlosti je pak skokovy a tomu odpovida impulzni
prubéh rychlosti. Tento zptsob z fyzikalniho hlediska nejméné odpovida realité.

) Otazky

1. Jaka je fyzikalni interpretace jednotlivych zpiisobt interpolace ve vztahu k redlnym pohonim?
2. Jaky stupeil polynomu je optimalni vzhledem k pfesnosti a rychlosti vypoctu?
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5 VYPOCET RYCHLOSTI A ZRYCHLENI CLANKU

@ Cas ke studiu: 1 hodina

BXQ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

Na zaklad¢ vysledkt vypocti dle piedchozi kapitoly jsou znamy prubéhy polohy, rych-
losti a zrychleni jednotlivych kinematickych dvojic. Alternativné lze ziskat tyto prubéhy
pomoci numerické derivace v prostiedi Mathcadu. Na zakladé prabéha polohy, rychlosti
a zrychleni kloubti jsou dale vypocteny

- uhlové rychlosti jednotlivych ¢lanka (stejné pro vSechny body na ¢lanku)

- transla¢ni rychlosti pocatkt lokalnich soufadnych systému (rtizné pro pocatek souf.
- uhlova zrychleni ¢lankt

- translaéni zrychleni pocatka soufadnych systémi

- transla¢ni rychlosti tézist’ jednotlivych ¢lanka

- translacni zrychleni tezist’ jednotlivych ¢lanki

/X\ J V}”klad

Na zaklad¢ feSeni inverzni kinematické Glohy zname ¢asové pribéhy vektoru zobecnéné sou-
fadnice a jeho derivace q(t), q(t), §(t), tj. prabéh polohy, rychlosti a zrychleni jednotlivych kinematic-
kych dvojic (kloubll). Pro sestaveni dynamického modelu mechanického subsystému a zejména pro
jednotlivych ¢lankt. Na Obr. 5-1 je znazornén piiklad jednoduchého mechanismu, na kterém bude
ukazano odvozeni potfebnych kinematickych veli¢in. Pro vyjadfeni vektord jsou pouzity obvyk-
1¢ ortogonalni soutradnice a vSechny vektory jsou vyjadieny ve slozkach zakladniho soufadného systé-
mu. Lokalni soufadné systémy LCS,; az LCS; jsou umistény pro jednoduchost v souladu se zasadami
Denavit-Hartenberga. Nejprve budou odvozeny rekurentni vzorce pro vypocet kinematickych veli¢in
lokalnich soufadnych systému. JelikoZ vSechny kinematické veli¢iny jsou v naSem ptipadé funkci ¢a-
su, v dalsim vykladu je pro piehlednost upusténo od vyjadieni ¢asové funkce, tedy misto w;(t) je pou-
zZito o; apod. V kapitolach 5 a 6 nejsou pouzivany homogenni soufadnice a proto je pro vyjadieni vek-
torovych operaci pro vétsi nazornost upusténo od maticového vyjadieni a je pouzito klasickych sym-
bolti x pro vektorovy soucin a . (te¢ka — nasobeni) pro skalarni soucin.

5.1 Vypocet tihlové rychlosti o; LCS i-tého ¢lanku mechanismu

Uhlova rychlost kazdého hmotného bodu ¢lanku i jeho lokalniho soutadného systému je stejna a
je vyjadiena jednoduchym rekurentnim vztahem

W; =04+ 0):—1 (5-1)
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kde o; je thlova rychlost i-t¢ho LCS danc¢ho ¢lanku, o;; je Ghlova rychlost LCS predchoziho ¢lanku,
o] , je relativni tthlova rychlost dvou LCS sousednich ¢lankt, kterou je mozno vyjadfit jednoduchym
vztahem

o (KiGi R
C‘):—l{ 6-2)
0 T

Pro rotacni jednotku je tedy absolutni velikost relativni thlové rychlosti ddna uhlovou rychlosti
I-t¢ho ¢lanku vici i-1 ¢lanku a jeji smér lezi v ose otaceni, tj. ve sméru vektoru k; ;. V pfipadé
transla¢ni pohybové jednotky je vzajemna uhlova rychlost nulova, oba sousedni ¢lanky se pohybuji
stejnou thlovou rychlosti. Uhlova rychlost nultého soutadného systému je nulova (nulty soufadny sys-

z, =z,
X,
Y1
N 2
X,
Y ;
Pi Q
P;
Z o Y3
P,
P,
z, X,
Yo =0
Xy =Xy
Obr. 5-1

tém se nepohybuje). Pro uvedeny piiklad se ihlova rychlost jednotlivych ¢lankt a jejich lokalnich sou-
fadnych systémi vypocte nasledovné

0 0 o] [o 0
y=|0|o, =0, +ay=|0|+ky0 =[0[+|0]¢=]0 (5-3)
0 0 0| |1 G

obdobné pro druhy ¢lanek a LCS, plati

0 0 sing, g,.Singy

®, =0, +®> =| 0 |+K.G, =| O |+] G,.c080; |=| G,.cO8q (5-4)
0 0 0 0

;3 =0, + 0 =0, (5-5)
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Sméry vektorl K jsou nalezeny z odpovidajicich sloupct ptislusnych transformacnich matic. Takto lze
snadno vyjadrit uhlové rychlosti vSech lokalnich souradnych systému a tedy i ¢lankti mechanismu od
zéakladny az po koncovy bod.

5.2 Vypocet translacni rychlosti v, LCS i-tého ¢lanku mechanismu

Odvozeni rekurentniho vtahu pro vypocet translac¢ni rychlosti pocatku lokalniho soufadného
systému vychazi z vyjadieni polohového vektoru pocatku i-t¢ho LCS jako souétu polohového vektoru
pocatku piedchazejiciho LCS a polohového vektoru mezi témito dvéma LCS. Na Obr. 5-1 je uveden
ptiklad pro i = 3.

Pi =Pis+Pis (5-6)
Pro odvozeni transla¢ni rychlosti je nutné provést derivaci rovnice (5-6) podle ¢asu t

dpi _dpiy , dpiy (5-7)
dt  dt | dt

Fyzikalni vyznam derivace polohového vektoru podle ¢asu je translacni rychlost jeho koncového bodu
a tedy transla¢ni rychlost pocatku ptislusného lokélniho souradného systému. Pak tedy je mozno psat

I

Vi=Vig+ dzit_l (5-8)

Translacni rychlost v; je opét pocitana v rekurentnim vztahu pocinaje od nulové rychlosti za-
kladniho soufadného systému. Ptirtstek rychlosti mezi dvéma sousednimi soufadnymi systémy je dan
poslednim ¢lenem ve vztahu (5-8). Pro odvozeni ¢asové derivace polohového vektoru p; ;; je nutno
vzit v Gvahu, ze rychlost jeho koncového bodu (pocatku i-tého LCS) je dana jednak vlastni zménou
vektoru p! , vlivem pohybu i-té¢ pohybové jednotky rychlosti g;(t) a také vlivem unasivé uhlové rych-
losti o, ;, ktera ota¢i ramenem p! , a je zplisobena piedchozimi rota¢nimi jednotkami (unasiva trans-
la¢ni rychlost v, ; uz je v rekurentnim vzorci zahrnuta). Vysledna rychlost je pak vektorovym souci-
nem obou slozek. Situace je znazornéna na Obr. 5-2.

dp:—l

at = V:—l +; X pgfl (5-9)

Pak pro rekurentni vypocet transla¢ni rychlosti poc¢atku lokéalniho soufadného systému plati

Vi = Vi1 Vi T O XPjy; (5-10)

kde v;_y; je relativni translacni rychlost dvou sousednich soufadnych systémi, ktera je zplisobena po-
hybem i-t¢ pohybové jednotky rychlosti ¢;(t) . Relativni transla¢ni rychlost se vypocte

oPj_1,i
aq;

Vigi = Gj (5-11)

pro rotacni i transla¢ni pohybovou jednotku. V prostiedi Mathcad je vypocet relativni translacni rych-
losti dle vztahu (5-11) jednoduchy a univerzalni s pomoci piislusnych diferencialnich operatort

Vifl, i = SmeatrIX(Abo e D(R, T) .Ai71' i ,1, 3, 4, 4) ql (5_12)
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Ve vztahu (5-12) piitkaz submatrix vyjme piisluSny vektor p;_;;ze ¢tvrtého sloupce matice A;_;;, VY-
nasobenim diferenciadlnim operatorem je provedena jeho derivace podle ptislusné kloubové promeénné
g; a matice pred diferencidlnim operatorem piepoctou vysledny vektor relativni rychlosti do zékladni-
ho soufadného systému. Tedy napi. pro kinematickou strukturu RTT jsou vztahy pro relativni
translacni rychlosti poc¢atku lokalnich souradnych systémi ve tvaru

Obr. 5-2

V1D = submatrix Apg - Dy - Ag1(1),1,3,4,4 - dgy (1)
Vi2(D) = submatrix Apg - Ag1 (1) - Dy~ Ag2(1),1,3,4,4 - da(t)

mt) = submatrix Apg - Ag1(t) - A2(t) - Dy - Ap3(1), 1,3, 4,4i: - dgs(t)

V ptipadé¢ transla¢nich jednotek 1ze vyraz zjednodusit na tvar
Vi =K1 G (5-13)
pouze pro transla¢ni pohybovou jednotku.
5.3 Vypocet tihlového zrychleni g, LCS i-tého ¢lanku mechanismu
Stejné€ jako uhlova rychlost o; , tak 1 thlové zrychleni ¢; je stejné jak pro lokalni soufadny sys-

tém, tak pro libovolny bod i-tého ¢lanku. Rekurentni vztah pro vypocet ¢; je odvozen analogicky jako
pro translacni rychlost v;

do; _ do;, ; N do;, ; (5-14)
dt dt dt

§ = €1 +81 + O X0 (5-15)
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Jak je vidét ze vztahu (5-15), pfirdstek thlového zrychleni mezi dvéma sousednimi soufadnymi systé-
my ma opét dvé slozky - relativni thlové zrychleni aLl, které je zptisobeno rotaénim zrychlenim i-té
pohybové jednotky, a tthlové zrychleni zpisobené unasivym pohybem ptedchozich jednotek. Relativni
uhlové zrychleni se vypocte

k .4 R
{ i-1 ql (5'16)
€1
0 T

5.4 Vypocet transla¢niho zrychleni a, po¢atku LCS i-tého ¢lanku
mechanismu

Pro odvozeni rekurentniho vztahu pro vypocet transla¢niho zrychleni pocatku lokalniho soufad-
ného systému vyjdeme ze vztahu pro translacni rychlost v; a provedeme jeho derivaci podle ¢asu

dv; _dvi, N dvi, d

. i 5-17
gt dt | dt = ar JrPi (5-17)

i
Wiy +i Wj_g X le (5-18)

a =a_,+
PO gt dt

Pro derivaci relativni translacni rychlosti plati analogicky

dvi

at 8}y + 4 X Vi (5-19)

Derivace posledniho ¢lenu je derivace soucinu a tedy

% @ Xp|y = Aoy X Pig + @y X 91y (5-20)

a s pouzitim vztahu (5-9) dostaneme vysledny vztah

d . . . .
at @i 3 XPig =& 1 XPjg + O X [V=—1 R p=-1] (5-21)

Vysledny rekurentni vztah pro vypocet transla¢niho zrychleni po¢atku lokalniho soufadného systému
je ve tvaru

i i i i
a; =81 +aj_1 +& 1 XPjg +2 @3 XViy +O0_1 X O3 xPjy (5-22)

kde predposledni ¢len na pravé strané rovnice vyjadiuje Coriolisovo a posledni ¢len odstfedivé zrych-
leni. VSechny vektory jsou znamy z predchozich rekurentnich vztahi, popft. transformacnich matic a
pro relativni transla¢ni zrychleni plati

al =& xPl 4 +0x ® 1 xpl; R (5-23)

i1 =Kj_1.0; T (5-24)
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5.5 Translacni rychlost a zrychleni tézisté i-tého ¢lanku - v;,a’

Jelikoz transla¢ni rychlost a zrychleni kazdého bodu ¢lanku je jina, je nutno ji pro dany bod vy-
pocitat. Pro vypocet dynamickych veli¢in mé zasadni vyznam rychlost a zrychleni tézisté ¢lanku, uve-
dené vztahy ale plati obecné a je mozno je pouzit pro libovolny bod ¢lanku. Jak uz bylo uvedeno vyse,
uhlova rychlost a thlové zrychleni kazdého bodu ¢lanku je stejna.

Vi =V +o; xp; (5-25)
kde p; je poloha t&Zist& v i-tém LCS. Pro odvozeni transla¢niho zrychleni t&7i§té provedeme derivaci
vztahu (5-25) podle ¢asu
dv; dv; d .

i

+— o; xp

e I 5-26
dt dt dt ( )

. do; -« dp;
a.i :ai+d—tl>(pi +(Di><% (5'27)

Vvt

pfedchozimi tivahami obsahuje vlastni zmé&nu polohového vektoru vici pocatku LCS (v nasem piipadé
je zména polohy t&7i§té ¢lanku nulova) a zménu polohy koncového bodu zplisobenou rotaci ramene p;
uhlovou rychlosti ;.

dp; (dp; .
i _ (%l I (5-28)
aj =a +& xP; +®; x O xp; (5-29)

/‘/ Priklad 5-1 Vypocet kinematickych veli¢in na ziakladé Newton-Eulerovych vztahi

Stejny manipulator s kinematickou strukturou RTT dle Obr. 5-3. Reenim inverzni tlohy kine-
matiky pro zadanou trajektorii koncového bodu v ptikladu 3-1 obdrzime ¢asové pribéhy kloubovych
proménnych a jejich derivaci podle ¢asu pribéhy rychlosti a zrychleni pohybovych jednotek. Tyto
hodnoty jsou vstupnimi hodnotami pro aplikaci Newton-Eulerovych vztahti pro vypocet rychlosti a
zrychleni pocatkd jednotlivych lokalnich soufadnych systémua a hlavné rychlosti a zrychleni tézist
¢lankd, které jsou nutné pro naslednou dynamickou analyzu mechanismu.

Vypocet kinematickych veli¢in ¢lankll pro uvedeny mechanismus RTT vcetné objektu manipulace
v prostiedi Mathcad je ukazan na nasledujicim odkaze - ..\Mathcad\rtt_model_objekt.xmcd. Tento pii-
klad bude pouzivan jako referen¢ni i v dal§im vykladu.

Vypocet v prostiedi Mathcad je na bézném pocitaci relativné dlouhy, pro urychleni (ov§em bez moz-
nosti ménit vypocet) je doporuceno prohlizeni vypoctu béznym prohlizeCem (napft. Internet Explorer)
na ..\Mathcad\RTT_model_objekt.html.
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Obr. 5-3

Komentovany vypocet kinematickych veli¢in pomoci Newton-Eulerovych rekurentnich vztahi je uka-
zan jako animace:

o0
Hq MAnimace\RTT NE kinematika\RTT NE kinematika.mp4

2| Shrnuti kapitoly

V této kapitole bylo ukdzano Sest rekurentnich vztahii pro vypocet kinematickych veli¢in ¢lan-
ki — uhlovych rychlosti a uhlovych zrychleni ¢lankt (tyto veli¢iny jsou stejné pro kterykoliv bod na
¢lanku), déle translacnich rychlosti a transla¢nich zrychleni poc¢atkii lokalnich soufadnych systémi (ty-

vy

Vypocet vzdy zacina od nultého, nepohyblivého ¢lanku a kinematické veli¢iny jsou postupné dosazo-
vany do jednotlivych rekurentnich vztaht.

o Otazky

1. Newton-Eulerova metoda, vypocet uhlové a translacni rychlosti lokalniho soufadného systému.

2. Newton-Eulerova metoda, vypocet thlového a transla¢niho zrychleni lokalniho souradného
systému.

3. Newton-Eulerova metoda, vypocet translac¢ni rychlosti a transla¢niho zrychleni tézisté clank.
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6 NEWTON — EULEROVA METODA VYPOCTU REAKCI
A ZOBECNENYCH SIL

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

>§§9 Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

Na zakladé¢ vysledkti vypocti dle predchozi kapitoly jsou zndmy uhlové a translaéni

jednotlivé kinematické dvojice — akéni, resp. reakéni sily a momenty. Primé-

tem reakcni sily do osy pohybu v pfipad¢ transla¢niho ¢lanku je dale vypoctena tzv.

zobecnénd sila — tj. sila, kterou v daném misté musi vyvinout pohonny mechanismus.

Analogicky primétem reakéniho momentu do osy otaceni rotacniho ¢lanku je ziskana

zobecnéna sila (moment), ktery musi pohonny mechanismus vyvinout na tomto misté.

Ptedstaveny jsou tedy dalsi dva rekurentni vztahy

- vypocet akénich sil, kterymi dany ¢lanek ptisobi na ¢lanek ptedchozi, zacina se od
posledniho ¢lanku, ktery miuize byt zatizen technologickymi silami,

- vypocet akénich momentt, kterymi dany ¢lanek ptisobi na ¢lanek predchozi, zac¢ina
se od posledniho ¢lanku, ktery mize byt zatiZzen technologickymi silami,

- prumétem reakénich sil, popt. momentii do osy pohybu se vypoctou zobecnéné sily
— sily, které musi vyvinout pohon, aby se koncovy bod pohyboval se zadanym pri-
b&hem polohy, rychlosti a zrychleni.

&P Vyklad

Newton-Eulerova metoda modelovani dynamiky soustav hmotnych téles je relativné jednoducha
metoda, ktera poskytuje uplny obraz o kinematickych a dynamickych veli¢inach jednotlivych ¢lanka

Obr. 6-1

mechanismu. Zobecnéna sila je zjednodusené prumét reakéni sily do sméru pohybu nebo momentu do
osy otaceni a v ptipadé¢ mechanismi je to zjednodusené ta slozka reakce v pohybové jednotce, kterou
musi Vvyvinout jeji pohon, aby se dany ¢lanek mechanismu pohyboval po zadané trajektorii,
s predepsanou rychlosti a zrychlenim. Ostatni slozky reakce v pohybové jednotce jsou zachyceny
vlastni pohybovou jednotkou, tj. vedenim, lozisky apod. Vypocet prub&hu reakce v pohybovych jed-
notkach mechanismu ma tedy zasadni vyznam jak na dimenzovani pohont, tak na dimenzovani pohy-
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bovych jednotek a vlastnich ¢lankd mechanismu. Zobecnéna sila je definovana jako podil elementarni
prace sil pusobicich na ¢lanek ve sméru mozného pohybu a zmény zobecnéné souradnice

_dA
do;

Tj (6-1)
Pro bézné mechanismy ptipadaji v uvahu dva ptipady — rotacni a transla¢ni pohybova jednotka. Na
Obr. 6-1 je uveden ptiklad i-té rota¢ni pohybové jednotky. f/ je vyslednice reakénich sil piisobicich na
pohybovou jednotku, n; je vyslednice reakénich momenti ptisobicich na pohybovou jednotku, osa z;_;
je osou rotace i-té pohybové jednotky. Prace ve sméru mozného pohybu je dana

dA=n!k; ,.dg; (6-2)
Pro zobecnénou silu pak plati

_dA_
dg;

T

nk; , (6-3)

Obr. 6-2

Zobecnéna sila v tomto pfipadé je dana skalarnim souf¢inem momentu reakce a vektoru v ose
otaceni a z matematického hlediska je to tedy skaldrni veli€ina. Je to vlastné¢ primét momentu reakce
do sméru otaceni, vyslednice translacni reakce f/ nepfispiva ke zobecnéné sile a je celd zachycena lo-
ziskem. Na Obr. 6-2 je uveden ptiklad transla¢ni jednotky. Prace ve sméru mozného pohybu je dana

dA =f/k;_,.dg; (6-4)
a pro zobecnénou silu plati

dA
Ti :d—qi:fi.ki_l (6'5)

Obdobn¢ jako v ptipadé rotacni jednotky je zobecnéna sila ddna primétem vyslednice translacni
reakce f/ do sméru pohybu dané pohybové jednotky a vyslednice reakénich momentd n; je zachycena
vedenim transla¢ni pohybové jednotky a nepfispiva ke zobecnéné sile.
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6.1 Rovnovaha sil ptasobicich na i-ty ¢lanek

Pro ziskani rekurentnich vztaht pro vypocet akénich sil, resp. reakci v pohybovych jednotkach je
uvolnén i-ty ¢lanek mechanismu, pro rovnovahu sil, pusobicich na ¢lanek dle Obr. 6-3 pak plati

fi+l +fll+F| +Fg| =O (6'6)

Obr. 6-3

kde f;,; je sila, kterou pusobi i+1 ¢lanek na i-ty ¢lanek (akéni sila), f; je sila, kterou ptisobi predchozi
i-1 ¢lanek na i-ty ¢lanek (reakce ptedchoziho ¢lanku), F, je setrvacna sila zpusobena translaénim

vvvvvv

zrychlenim t€ziste ¢lanku o hmotnosti m;, piisobici proti sméru zrychleni t€ziste

a Fy je tihova sila zpiisobena gravitaci

0
Fi=mG G=|0 g =9.80665 ms 2 (6-8)
g

Jelikoz se jedna o ziskani rekurentniho tvaru, zavedeme rovnost f; =—f;, kterou nahradime re-
akéni silu od ptedchoziho ¢lanku akéni silou, kterou pusobi i-ty ¢lanek na i-1 ¢lanek, vysledkem vyra-
zu (6-9) je tedy akéni sila, ktera vystupuje v dalSich rekurentnich vztazich pro pfedchozi ¢lanky, niko-
liv reakce pisobici na i-ty ¢lanek.

f.=m G-a +f, i=n,n-1,..,1 (6-9)
Pomoci vySe uvedeného vztahu lze jednoduse vypocitat akéni sily, po€inaje poslednim ¢lankem,

kde za f;,,; dosadime bud’ nulovou hodnotu, nebo tihovou silu zptisobenou manipulovanym bfemenem,
nebo akéni silu zplisobenou néstrojem (tryska apod.).
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6.2 Rovnovaha momentu k tézisti i-tého ¢lanku

A%

Obdobné jako pro rovnovahu sil plati pro rovnovahu momentt k t€Zisti i-tého ¢lanku rovnovazna
rovnice

ni+Nj+ni; + p:_1+p? xf; —p: xfiy =0 (6-10)

kde n;,; a n{ jsou momenty, kterymi ptisobi nasledujici a predchozi ¢lanek na i-ty ¢lanek, N; je mo-

vvvvv

N; =—[Ji.si +o; x J;.0 :l (6-11)

kde prvni ¢len na pravé strané vztahu (6-11) pfedstavuje moment te¢nych sil a druhy moment odstie-
divych sil. Pti pouziti stejné konvence pro akci a reakci dvou téles zavedeme nj = —n; a dostaneme vy-
sledny rekurentni vztah pro vypocet akénich momentt, kterymi i-ty ¢lanek ptsobi na i-1 ¢lanek ve
vSech pohybovych jednotkéach pocinaje posledni

I’li :ni+1+Ni + p;_1+p? Xfi —p:xfi_'_l izn,l’l—l, ,1 (6'12)

Na zakladé vyse uvedenych vypoctl lze vypocitat Casové pribéhy momenti a sil akci (reakci)
v kazdé pohybové jednotce a na jejich zakladé¢ zjistit priabéh zatizeni podél jednotlivych ¢lanku a pro-
vést piipadnou analyzu napéti. Priméty reakénich momentt pro rota¢ni pohybovou jednotku a reakc-
nich sil pro transla¢ni jednotku do sméru pohybu (pro rotacni do osy otaceni) tvoii zobecnéné sily

které zatézuji pohon a na zakladé¢ jejich pribéhu jsou pohon a jeho komponenty dimenzovany (tj. pie-
vodovka, motor, napajeci méni¢, napajeci sit).

W

Xp Obr. 6-4
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6.3 Matice setrvacnosti ¢lanku

Matice setrvacnosti jednotlivych ¢lanki mechanismu predstavuji spojeni mezi redlnym svétem mecha-
nismu a jeho matematickym modelem. Zakladnim technickym problémem je vypocet, popf. zjisténi
matice setrvacnosti ¢lanku ve fazi prvniho navrhu a dale jeji upiesiiovani na zékladé postupného
zptesiiovani a dopliiovani konstrukce ¢lanku a jeho pohond.

Vypocet matice setrvacnosti lze provést jen pro velmi omezeny pocet primitivnich tvari, pro
skutecné ¢lanky je nutno vétSinou uz ve fazi prvniho ndvrhu pouzit néktery z CAD systémil. Dulezité
je spravné stanoveni soufadného systému, ke kterému vztahujeme matici setrvacnosti a dale spravny
prepocet do toho soufadného systému, v jehoz soutadnicich matici setrvacnosti vyjadiujeme. Ve vyse
uvedenych vypoctech jsou vSechny vektory i matice setrvacnosti vyjadieny v soufadnicich zakladniho
soufadného systému, pfitom matice setrvacnosti jednotlivych ¢lankti musi byt vypocteny vzhledem
K soufadnému systému, ktery lezi v t€zisti ¢lanku (rovnovaha momentl k t&€zisti ¢lanku). Priklad je
ku vzhledem k libovolnému soufadngmu systému. Vhodné je umistit do ¢lanku lokalni soufadny sys-
tém LCS;  (x,Y;,z ) pro eventualni vypocet v soufadnicich lokalnich soufadnych systému a do tézis-
t¢ ¢lanku umistit stejné orientovany souradny systém, ktery nazveme centralni soufadny systém i-tého
¢lanku CCS; (X, Vic, Zic )- Matice setrvacnosti ¢lanku vzhledem k centralnimu soufadnému systému a
vyjadiena v soutfadnicich centralniho soufadného systému je definovana

Jy Dy -Dg
Jicw =| Dy Jy Dy (6-14)
_sz Dyz J z

kde na hlavni diagonale jsou momenty k osdm centralniho soutadného systému, ostatni prvky jsou de-
viacni momenty. Tyto prvky jsou ziskany pomoci vhodného CAD systému. Pro vypocet je nutné vyja-
dfit tuto matici v soutadnicich zakladniho soutadného systému

Jic = RL'JiCC'RLT (6-15)

V piepoctu se jednd jen o zménu orientace os zakladniho soufadného systému vici centralnimu
soufadnému systému ¢lanku a tedy vyjadieni prvk matice v soufadnicich jiného soufadného systému.
JelikoZz je centralni soufadny systém orientovan stejné jako lokalni soufadny systém c¢lanku, je mozno
pro piepocet orientace matice setrvacnosti pouzit prisluSnou submatici rotace RL . Tento pfepocet byva
Casto nespravné zaméiovan s vypoctem matice setrvacnosti ¢lankt viici jinému soufadnému systému,
ktery musi byt proveden pomoci Steinerovy véty v maticovém tvaru. Pokud napiiklad mame
K dispozici matici setrvacnosti vyjadfenou vzhledem k lokalnimu soufadnému systému, musi se piepo-
¢itat (ne vyjadtit) vzhledem Kk centralnimu soufadnému systému a pak vyjadfit v soufadnicich zaklad-
niho soufadného systému.

Jic = Rib' Jii = Jici -RLT (6-16)

kde matice J,; vyjadiuje posun soufadnych systému a podle Steinerovy véty je

2 2
M. Vi + Z —IM; X Vi —IM; X Zyi
2 2
Jici = —MiX4 Vi m;. X +Zy —IM; Vi 4 (6-17)
2.2
—IM; X4 Z —IM; ¥4 4 mi. X + Y
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kde x;,Vs.2; jsou soufadnice téziste i-tého ¢lanku v soutadnicich jeho lokalniho soufadného systému.

// Piiklad 6-1 Vypocet sil piisobicich v kloubech (vazbach) podle Newton-Eulera

Vypocet akénich (reakénich) sil, kterymi na sebe plsobi ¢lanky v kinematickych vazbach a vy-
pocet zobecnénych sil dle Newton-Eulerovych vztahti pro referenéni mechanismus RTT véetné objek-
tu manipulace v prostfedi Mathcad je ukazan na odkazu - ..\Mathcad\rtt_model_objekt.xmcd.

Vypocet v prostfedi Mathcad je na bézném pocitaci relativné dlouhy, pro urychleni (ovSem bez moz-
nosti ménit vypocet) je doporuceno prohlizeni vypoctu béznym prohlizecem (napfi. Internet Explorer)
na

.\Mathcad\RTT_maodel_objekt.html

Komentovany vypocet ak¢nich sil a momentl a zobecnénych sil je také ukazan jako animace:

o0
*q .MAnimace\RTT NE dynamika\RTT NE dynamika.mp4

2| Shrnuti kapitoly

V této kapitole byly ukazany dva rekurentni vztahy pro vypocet akénich sil, kterymi i-ty ¢lanek
pusobi na i-1 ¢lanek. Dale byl piedtaven pojem zobecnéna sila, cozZ je zjednodusené sila, kterou musi
v dané pohybové vazbé vyvinout pohon, aby se ¢lanek pohyboval v souladu s pozadovanymi kinema-
tickymi parametry — polohou, rychlosti a zrychlenim. Vypocet vzdy zac¢ina od posledniho ¢lanku a
akeni sily jsou postupné dosazovany do jednotlivych rekurentnich vztahd.

> Otazky

1. Newton - Eulerova metoda vypoctu reakci a zobecnénych sil, rovnovaha sil plsobicich na ¢la-
nek.

2. Newton - Eulerova metoda vypoctu reakci a zobecnénych sil, rovnovaha momentt plisobicich
na ¢lanek.
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7 LAGRANGEOVY POHYBOVE ROVNICE Il. DRUHU

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

BXQ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

V kapitole je ukazan vypocet zobecnénych sil na zakladé Lagrangeovy pohybové rovni-

ce Il. druhu. V prikladech jsou ukazany dva zakladni zptisoby pouziti Lagrangeovy po-

hybové rovnice

- maticové feseni — vyhodou je mensi pracnost a vétsi univerzalnost vypoctu zobecné-
nych sil — tedy sil, které musi ve vazb¢ vyvinout pohonny systém. Nevyhodou je delsi
doba vypoctu, kterd znemoziuje pouziti této metody v fizeni mechanismu,

- rucni odvozeni Lagrangeovych pohybovych rovnic. Metoda je pracnd a zdlouhava,
ale vede k jednoduchému a rychlému vypoctu zobecnénych sil z pohybovych rovnic.
Tato metoda je vhodna pro fizeni mechanismi.

@ Vyklad

Lagrangeovy pohybové rovnice slouzi k vypoctu pribéhu zobecnénych sil jednotlivych pohy-
bovych jednotek. Na rozdil od Newton - Eulerovy metody, ktera konstruktérovi dava dobry piehled o
kinematickych veli¢inach jednotlivych ¢lankd (poloha a rychlost t€Zist') a Gplny obraz zatéZzovani jed-
notlivych ¢lanki a pohybovych dvojic (kromé zobecnéné sily uplnou reakei v pohybové jednotce a
pribéh zatéZzovani podél clanku), poskytuji Lagrangeovy pohybové rovnice II. druhu v maticovém tva-
ru moznost explicitniho vyjadieni parametri mechanického subsystému pro ucely fizeni.

Pii aplikaci Lagrangeovy pohybové rovnice je mozno provést feSeni, které je vazano na danou
kinematickou strukturu, nebo universalni feseni pro libovolnou kinematickou strukturu. Reseni vazané
na kinematickou strukturu je kratsi a jednodussi zejména pro struktury s malym poctem stupniii volnos-
ti, feSeni universalni je vyhodné pro moznost generovani parametri dynamického modelu pro libovol-
nou kinematickou strukturu, coz je dulezité ve fazi navrhu koncepce robotu a ve fazi navrhu jeho fidi-
ciho systému a pohont. Pii odvozeni vyjdeme z Lagrangeovy pohybové rovnice II. druhu pro j-ty ¢la-
nek (pfi zanedbani disipativnich sil) ve tvaru

dfok) ok P 1)
dt{ od; ) oq; aq;

Kde K je kineticka energie soustavy, P potencialni energie soustavy. Index j = 1..n pfislusejici zobec-
néné sile z; Vv j-tém kloubu a kloubové proménné g; je pii vypoctu v daném cyklu neménny.

7.1.1 Kineticka energie ¢lanki

Odvozeni kinetické a potencidlni energie soustavy ¢lankl pro aplikaci v Lagrangeové pohybové
rovnici (7-1) je provedeno dusledné v maticovém tvaru na zakladé (Frolov, 1988). Necht dm je hmot-
ny element i-t€ho ¢lanku, jehoz soutadnice v lokalnim, tj. i-tém soufadném systému jsou dany vekto-
rem p; .. Jelikoz i-ty soufadny systém je spojen s i-tym ¢lankem a pohybuje se s nim, jsou soufadnice
polohy hmotného bodu dm v tomto soufadném systému konstantni. Soutadnice hmotného bodu dm je
mozno vyjadfit vici zakladnimu soufadnému systému pomoci transformacni matice
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Pi =Thi- Pi ; (7-2)
Rychlost hmotného elementu dm i-tého ¢lanku vypoéteme jako ¢asovou zménu jeho polohy

dp; d dTy; :
Vi :d—tl—dt Tbi' pi i :d—tl pi i:Tbi' pi i (7-3)

dp;.
I
nebot ——=0 (7-4)
Transforma¢ni matice mezi zakladnim souf. systémem a i-tym soufadnym systémem je slozenou funk-
ci vice proménnych a jako takovou ji musime i derivovat

Toi=Tyi G .0 T, t (7-3)
%zT.zi_ﬁTbi .%ziuu.%:iu_.q- (7-6)
dt o 024 dt =1 Udt j=1 v

parcialni derivace transformacni matice podle jednotlivych kloubovych proménnych vypocteme snad-
no pomoci matice diferencialniho operatoru

A
Wb_lzuij =Apo-Aor & A 9 DA g A G (7-7)
j

Kinetickou energii hmotného elementu dm v maticovém vyjadieni pak je mozno napsat jako

1 1 . T

| I (7-8)

stopa matice X

Kinetickou energii celého ¢lanku vypocteme jako soucet (integral) kinetickych energii jednotlivych
hmotnych elementd dm

2

kde m;, je hmotnost ¢lanku i. Derivace transformaéni matice Ty; nezavisi na integralu polohovych
momentd hmotnych elementt a je mozno ji vytknout mimo integral

¢ %tr['i’bi.[j P - P TdeT&] (7-10)

m:

m;

a po uprave

1 r. .
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H; je homogenni matice setrvacnosti i-t€ho ¢lanku vyjadiena v jeho lokalnim, tj. i-tém soufadném sys-
tému

2

X XX XY Xz X

Hi = I Pi i Pi iT'dm: i X ¥ z l.dms= .[ YiXi Vi ynzu Yi lgm (7-12)
m; m; Z; m; ZiXi 4y Z; Z;
1 Xi yi Zi 1

Oznac¢me jednotlivé momenty setrvacnosti jak je obvyklé (s cyklickou zaménou indexti)

ly, = Ixiz.dm ly, = Iyiz.dm Ly = Iziz.dm (7-13)

D,, = _[xi y;dm D,, = Ixi zdm Dy, = Iyizidm (7-14)

X .m = jxidm y, .m = _[yidm z;.m; = Izidm (7-15)
m; m; m;

m; = Idm (7-16)

m;

Alternativné jsou pouzivany pro momenty k rovinam a devia¢ni momenty i jiné symboly

Lo = [%7.dm (7-17)
Iy = Ixiyidm (7-18)

Pak pro homogenni matici setrvacnosti plati (alternativné)

* *
Iyz ny sz X .m; Ixx Ixy Ixz X .m;
Dx Ixz D z yi*'mi IX I IZ yi*'mi
Ho=| Do e N Ho=| v v N (7-19)
sz Dyz Ixy Zj .M Ixz Iyz Izz Zj .M
Xmypmy oz omy | LX M ypem o zmy o my |

kde x,y;,z jsou soufadnice t&Zisté i-tého ¢lanku vyjadiené v lokalnim i-tém soufadném systému.
Jednotlivé momenty setrvacnosti jsou sice vyhodné vyjadiené v lokalnim soufadném systému, ale ten-
to soufadny systém, pokud dodrzime Denavit-Hartenbergliv princip rozmisténi souradnych systémd,
neni systém centralni. Pokud tedy mame k dispozici momenty setrvacnosti k osam centralniho soutad-
ného systému, musime je prepocitat do lokalniho soufadného systému pouzitim homogenni transfor-
macni matice

H, =T,

T
i,iC'HiC'Ti,ic (7'20)
kde T;;. je homogenni transformacni matice mezi i-tym lokéalnim a i-tym centrdlnim soufadnym sys-

témem. Kineticka energie vSech ¢lanki
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K =%Zn:tr[Tbi.Hi.TbTi] (7-21)

i-1
Na hlavni diagonale homogenni matice setrvacnosti vystupuji tedy momenty setrvacnosti k rovinam

Iyl 1y (alternativné znaené 1, 1,1, ). Tyto momenty ziskame piepoctem pfi zndmych momen-

tech stervacnosti daného ¢lanku k osam lokalniho soufadného systému daného ¢lanku.

I, +1, -1 L+1, =1
|XX:% |W:% |ZZ:% (7-22)

7.1.2 Potencialni energie ¢lanki

vvvvv

s gravita¢nim zrychlenim g v kartézskych soufadnicich je

P=-m.g.z, (7-23)

2%

potencialni energii vyjadrit

Pi :_mi .GT.Tbi. pT i (7'24)
kde
G'=00 —-g 0 (7-25)

je matice gravita¢niho zrychleni

of =[x v 7 1] (7-26)

vSech ¢lanku

n
P :_Z mi .GT.Tbi. pi i (7'27)

i=1

7.2 Lagrangeova pohybova rovnice II. druhu v maticovém vyjadreni

Vyrazy pro kinetickou energii (7-21) a potencialni energii (7-27) ¢lankd dosadime do obecného vyjad-
feni Lagrangeovy rovnice (7-1) a upravime. Nejprve provedeme odvozeni druhého ¢lenu na levé strané
rovnice (7-1)

i _— o [ 7, _—_
5—'(:12” @.Hi.TbTi +12tr Tbi.Hi.aTb' =Ytr &.Hi.TJi (7-28)
29; 274 | 29 24 9; | i3 [ 99

protoze
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.
ot T oT: | Zam
{;;QnHrTg} = Ty .HI.5b'=[Tm.ilam]

j j Q;

protoze pokud plati, ze M; T= M, pak hlavni diagonala t€chto matic je stejné a plati

navic plati HJ =H,;

‘ qu doy , do, dql i
i =2 Ui i—, + Uiz . ZU i
k=1 I Ui dt : dt i
Oty Uy . 0V, . U . ‘ ‘ o _
aqlil — ﬁqll 'ql+ 5q:2 -q2 +...+ ;I -qi :Uilj'ql+Ui2j'q2 +...+Uiij.qi :éuilj.ql

Pro j>i U, U;,,...neobsahuje g;, proto %:0

q;
i - -
> UyG proj<i
oty |
aq;
0 proj>i
Pak tedy
oK & | o, o (S ST
——Zt{ bl H, Tb,} Ztrl:[zum %j -[Zuﬁc%ﬂz
a9; 3 | 949 i=] 1=1 k=1
noi i T
=3 tr|:Uin-Hi-Uik:|-ql-Qk
i=j I=1k=1

Odvozeni a—_K je provedeno analogicky jako S
a4 a9

k=1
oty & .
—= +..+ U;.q; +..+ U =
é’qj é,qj i1-th qj ij qj J i Ui
. y oU;: aq; . .
= 0”9'1 G +U;—= 0% ot — )+ ij.i+...+0”—g".qi +Uii.é’—(_]'
a4; a4; a4; a4; a4; a4q;

(7-29)

trM,; =trM, a

(7-30)

(7-31)

(7-32)

(7-33)

(7-34)

(7-35)

(7-36)

Py
Vsechny parcidlni derivace kromé ai jsou nulové, protoZe Eleny Uj; neobsahuji g;. Pak

4j
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ot _{U“’ bro-J=t (7-37)

oq;
9 L proj >i

d(oK | & | dfaty o,
— —|=)1 ! H; T t ! H; T 7-38
dt[ﬁqu E{dt( o4 ] bi g{ﬁqj b'} (7-38)

Nejprve odvodime prvni ¢len na pravé strané rovnice (7-38). Derivaci podle ¢asu provedeme jako de-
rivaci slozené¢ funkce vice proménnych Uy ¢; t ,q, t,..,q; t

d(oT.) du; AU, AU, oy g .
— .bl = il = I 'ql + Y .q2 +...+ U .qi = ZUijI .q| (7-39)
dt| 2q; da  Jg a4, 0; I=1
i - -
_ DU J<i
df Iy |_ ) (7-40)
dt( Jq;
0 j>i
Pak
d 0’7Tb| LR T .
Ztr | Tbl Ztl’ ZUUI q| H ZUIk q Zzztr[UmHIUIk]qkq' (7'41)
= | dtl aq; ) i=j 11k=1
Pro druhy ¢len pravé strany rovnice (7-38) plati
dT L du
b' Z tk Gy +ZU|k g —ZZUM .0;.Gx +Z Ui -Gk (7-42)
i dt k=11=1
i i
Toi = ZZUiTkl GGy +Y Uj i (7-43)
k=11=1 k=1

Pak

.Zn:t{%“i'ﬂi } :Zn:t{uij'Hi'(zi:zi:U?—kl iy i +Zi: Uit ﬂ =

i=j dj i=] k=11-1 k=1 (7-44)
noi i n_ i
i=j k=111 i=j k=L
Pro posledni ¢len levé strany obecného vyjadieni Lagrangeovy rovnice (7-1) plati
—=Ym.G .— 2. p; =-> m.G U;. p; 7-45
20 Zl 20, P Zl i P (7-45)

Nyni dosadime do rovnice (7-1) vyrazy (7-33),(7-41),(7-44) a (7-45), ptitom vyrazy (7-33) a (7-41)
jsou si rovny a tedy se odectou

Zn:izlltr[uij' Hi-Uj ]'qk 4 = Zn:izlltr[uilj H;.Uj J'q Oy (7-46)

i=j 1=1k=1 i=j 1=1k=1
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T, o,
oUy _dq; _ 2Ty Uy _ dq _ Ty (7-47)
g o4 Jq;0q aq;  dq; Iq0q;

Obecné nelze zaménit potadi parcialnich derivaci, ale pokud jsou smiSené parcidlni derivace v daném
bodé spojité — v ptipadé transformacni matice to vyplyva z fyzikalni podstaty jejich prvki — jsou si
V tomto bodé& rovny a lze zaménit jejich potadi. Upravou tedy dostaneme Lagrangeovu rovnici II. dru-
hu pro vypocet zobecnéné sily v dané pohybové jednotce v pouzitelném tvaru

n n_i i n
Zztr[ulj'Hl'U;rk :|'qk +zzztl"[uu.Hl.Uﬂd :|.q| 'qk —Zmi .GT.Uij. pi i = Tj (7'48)
i=1

i=j k=1 i=j k=11=1 i

Vypocet zobecnénych sil pouzitim Lagrangeovy pohybové rovnice v maticovém tvaru pro refe-
renéni mechanismus RTT vcetné objektu manipulace v prosttedi Mathcad je ukazan na odkazu -
.\Mathcad\RTT_Lagr_maticove.xmcd

Vypocet v prosttedi Mathcad pro prohlizeni vypoctu béZnym prohlize¢em (napi. Internet Explorer),
bez moznosti ménit vypocet, na ..\Mathcad\RTT _Lagr_maticove.html

Komentovany vypocet zobecnénych sil Lagrangeovy pohybové rovnice v maticovém tvaru je také
ukazan jako animace:

-1
*q .MAnimace\RTT Lagr maticove\RTT Lagr maticove.mp4

//  P¥iklad 7-2 Ruéni odvozeni Lagrangeovych pohybovych rovnic a vypocet zobecnéné

sily

Vypocet zobecnénych sil pouzitim Lagrangeovy pohybové rovnice, kterd je odvozena ru¢né na
zaklad¢ derivace kinetické a potencialni energie dle vztahu (7-1). Nejprve je vypoctena kineticka a po-
tencialni energie ¢lanki, pak jsou ruéné provedeny potiebné derivace a Lagrangeovy pohybové rovni-
ce jsou upraveny do podoby, snadno vyuzitelné v algoritmu momentového fizeni robotd. Vypocet je
proveden opét pro referenéni mechanismus RTT véetné objektu manipulace v prostiedi Mathcad -
.\Mathcad\RTT_maodel_objekt.html

Vypocet v prostiedi Mathcad pro prohlizeni vypoctu béznym prohlizeCem (napt. Internet Explorer),
bez moznosti ménit vypocet, na ..\Mathcad\RTT_model_objekt.html

Komentovany vypocet zobecnénych sil Lagrangeovy pohybové rovnice pfi ru¢nim vytvoteni pohybo-
vych rovnic je také ukazan jako animace:

o0
“q MAnimace\RTT lagr rucne\RTT lagr rucne.mp4
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../Mathcad/RTT_Lagr_maticove.xmcd
../Mathcad/RTT_Lagr_maticove.html
../Animace/RTT_Lagr_maticove/RTT_Lagr_maticove.mp4
../Mathcad/RTT_model_objekt.html
../Mathcad/RTT_model_objekt.html
../Animace/RTT_lagr_rucne/RTT_lagr_rucne.mp4

7.2.1 Prima uloha dynamiky

Piima uloha dynamiky je takova uloha, kdy zndme kinematické veliCiny (polohu, rychlost,
zrychleni) jednotlivych pohybovych jednotek, které spojuji soustavu tuhych téles, a hleddme zobecné-
nou silu v téchto pohybovych jednotkach. V tvaru uvedeném vyrazem (7-48) je mozno Lagrangeovu
rovnici pomérn¢ snadno aplikovat. Piedpokladem vypoctu je vyc€isleni homogennich matic setrva¢nos-
ti H; ¢lankt vzhledem k jejich lokalnim soufadnym systémum. Pro skuteéné ¢lanky mechanismu je
tento vypocet mozny jen pii naprosto dokonalé technické dokumentaci ¢lanki. Pfitom je nutno uvazo-
vat nejen samotné ¢lanky (vétSinou odlitky nebo vylisky s pfepazkami a zebry pro zvysSeni tuhosti a
eliminaci vlastnich mechanickych frekvenci), ale i s "néplni" ¢lank, tj. riznymi typy pfevodu a hiide-
1i, s "naplni" pohybovych jednotek (motory, pfevodovky) a s elektronickym vybavenim (inkrementalni
snimace, selsyny apod.) Pro realné ¢lanky mechanismu je mozno provést vypocet pouze pomoci speci-
alnich programovych modulii nékterych CAD systémt (AutoCAD, Pro/Engineer a dalsi) a je nutno
zvazit dostupnost a presnost jednotlivych udajii zejména v porovnani s dal§imi nezahrnutymi nebo jen
obtizn¢ modelovanymi vlivy, jako je vliv tfeni a jeho zavislosti na teploté a stavu pohybové jednotky a
dal$imi. Pfesné urceni homogennich matic setrvacnosti je nezbytné, protoze ¢lanky jsou mnohdy z
hlediska rozlozeni hmot zna¢n¢ nesymetrické a pti feSeni dynamiky prostorového pohybu neni mozno
je nahradit "dratovym" modelem s momenty setrva¢nosti pouze na hlavnich osach, popf. s hmotnosti
buji piidavné zatizeni pohont. Malé (fadové¢ oproti hlavnim) deviatni momenty lze zanedbat. Vy¢isle-
ni matic U je jednoduché pomoci diferencidlnich operatord. Pro diskrétni Casové okamziky dostaneme
tedy z rovnice (7-48) diskrétni hodnoty zobecnéné sily z; =7; t, .

7.2.2 Inverzni uloha dynamiky

Inverzni uloha je takova uloha, kdy zndme pribéh zobecnéné sily plsobici na jednotlivé pohy-
bové jednotky v ¢ase a hledame kinematické veli¢iny pohybu (polohu, rychlost, zrychleni) v ¢ase. Tato
tiloha je diilezitd napf. pro ovéfeni chovani soustavy mechanického a fidiciho systému. Uloha je feSena
metodou linearni extrapolace rychlosti mezi jednotlivymi diskrétnimi body trajektorie, ktera byla pub-
likovana na pocatku osmdesatych let v (Frolov, 1988). Vychozi veli€iny tedy jsou:

T t, - vektor zobecnénych sil v diskrétnich ¢asovych okamzicich
g t, -vektor zobecnénych soufadnic polohy v Case t, =0
q t, - vektor poCatecnich rychlosti v Case t, =0
Nejprve jsou vypocteny homogenni transformacni matice T,; a vSechny jejich derivace U; U,
ve vychozi poloze v ¢ase t, =0. Dosazenim do Lagrangeovy rovnice (7-48) ji je mozno pfevést na tvar

Do )ik (o) = Billo)  §=12.n (7-49)
k=1

ktery predstavuje soustavu rovnic s N nezndmymi ¢, (t,) . ReSenim soustavy rovnic dostaneme zrychle-
ni jednotlivych pohybovych dvojic ve vychozim bodé. Pro generovani trajektorie v dalSim uzlovém
bod¢é q(t, + At) pouzijeme linearni extrapolace rychlosti

A(to +At) =d(ty) + G(t)-At (7-50)

it + A = altp) + At )AL+ it)-(A0)? (7-51)
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Takto jsou postupné generovany jednotlivé body trajektorie pohybovych jednotek. Trajektorie konco-
vého bodu vznikne slozenim pohybu jednotlivych pohybovych jednotek, tj. feSenim piimé ulohy ki-
nematiky.

> | Shrnuti kapitoly

V této kapitole byl ukazan vypocet zobecnénych sil na zakladé Lagrangeovy pohybové rovnice II.
druhu. V ptikladech byly ukazany dva zakladni zptisoby pouziti Lagrangeovy pohybové rovnice - ma-
ticové feseni, jehoz vyhodou je mensi pracnost a vétSi univerzalnost vypoctu zobecnénych sil a nevy-
hodou delsi doba vypoctu, kterd znemoziuje pouziti této metody v fizeni mechanismu, a ruéni odvo-
zeni Lagrangeovych pohybovych rovnic, které je pracné a zdlouhavé, ale vede k jednoduchému a rych-
1ému vypoctu zobecnénych sil z pohybovych rovnic. Tato metoda je vhodna pro fizeni mechanismu.

> Otazky

1. Vysvétlete fyzikalni vyznam jednotlivych veli¢in v Lagrangeové pohybové rovnici II. druhu.
2. Daji se z vypoctenych zobecnénych sil pomoci Lagrangeovy pohybové rovnice vypocist akéni
sily?
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8 POLOHOVE A RYCHLOSTNI SERVOSYSTEMY ROBOTU

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

BXQ Cil: Po prostudovani této kapitoly budete umét

- sestavit algoritmus pro momentové fizeni priamyslovych robott — tj. takové fizeni,
kdy tidici systém vypocte na zakladé dynamického modelu mechanismu potiebné si-
ly a momenty, které musi vyvinout pohonny systém v jednotlivych pohybovych vaz-
bach a nastavit jednoduchy zpétnovazebni reguldtor odchylky rychlosti a odchylky
polohy.

/X\ J V}”klad

Podrobna analyza a syntéza zakladnich typt regulatord polohy a rychlosti neni pfedmétem této publi-
kace a je uvedena napt. v (Cermak, 1986). Klasické principy regulace polohy jsou zaloZzeny na zp&tno-
vazebni smycce polohy, kdy je skutecna (méfend) poloha porovnavana s zadanou a odchylka je vedena
do regulatoru polohy, za kterym nésleduje podiizenad zpétnovazebni smycka rychlosti, popt. proudu.
Casové konstanty, které musi regulator pfi spravném nastaveni kompenzovat, jsou v podstaté kon-
stantni (popf. pomalé nebo relativné trvalé) a jsou zptsobeny jednak hmotnostnimi parametry fizeného
mechanického subsystému (vétSinou momenty setrvacnosti piepoctené na hiidel motoru) a jednak
vlastnostmi elektrického obvodu (indukénost kotvy, ¢asové konstanty filtrii zpétnovazebnich veli€in).
Pti tomto zptisobu regulace je regulacni smyc¢ka rychlosti podruzna a umoznuje vétSinou pouze nasta-
veni strmosti nardstu rychlosti (zrychleni).

Zatézné sily a momenty, které vznikaji v disledku zatizeni pracovniho ¢lanku a také vlivem dynamiky
pohybu, jsou poruchovou veli¢inou, jejiz vliv musi reguldtor vyrovnat. Tento zplsob fizeni polohy ne-
ni vhodny pro mechanismy s vice stupni volnosti, kdy vysledny pracovni pohyb vznika sloZenim po-
hybt jednotlivych ¢lanka a ptitom je rozhodujici trajektorie koncového bodu pro spojité fizeni (conti-
nuous path). Pti spojitém fizeni je nutno soucasné fidit polohu a rychlost kazdé pohybové jednotky tak,
aby vysledny slozeny pohyb pracovniho ¢lanku odpovidal piesné zadané trajektorii.

Dalsim problémem, ktery nastava u pramyslovych roboti je rychla zména prostorové konfigurace
¢lankd a s tim souvisejici rychla a velkd zména hmotnostnich parametri. Zmény jsou tak velké a tak
rychlé, Ze se s nimi 1 adaptivni regulatory vyrovnavaji jen velmi obtizné€ a pouze regulace zaloZend na
dobré znalosti kinematického a dynamického modelu mechanismu piinasi dobré vysledky. Jednu
Z nejcastéji pouzivanych metod rychlého polohového fizeni primyslovych roboti je tzv. ,,momentové
fizeni®, pfi kterém je aplikovan algoritmus optimalniho sledovani trajektorie a pfi kterém zatéZny mo-
ment pohonil nevstupuje pouze jako poruchova veli€ina, ale je pocitan na zakladé¢ modelu dynamiky
mechanického subsystému jako vstupni Zadand hodnota.

8.1 Algoritmus optimalniho sledovani trajektorie

Vyjdeme z modelu dynamiky prostorové soustavy tuhych ¢lanki, spojenych holonomnimi vaz-
bami s jednim stupném volnosti, ktery 1ze obecné vyjadfit na zédklad¢ Lagrangeovy pohybové rovnice
ve tvaru
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Aq4g+Cqgq +Gq =t (8-1)

kde
A q - C{tvercova matice setrvacnosti vSech hmot redukovanych na osy pohybu
C q,q - matice sil zpisobenych odstiedivym a Coriolisovym zrychlenim
G q - matice tihovych efekti
1 - vektor zobecnénych sil pohybovych jednotek
q - vektor zobecnénych soutradnic polohy (kloubové proménné)
q - vektor zobecnénych soufadnic rychlosti
o - vektor zobecnénych soutradnic zrychleni

Toto vyjadifeni mize byt doplnéno dalsimi ¢leny, napt. pro sily zptisobené trenim F g,q . Na
zéklad¢ znalosti matic A q ,C q,q4 ,G q a popi. dalSich jako je F q,q je tedy mozno vypocitat po-
ttebnou zobecnénou silu (v nasem piipadé moment), kterou musi pohony vyvinout, aby se mechanicky
subsystém pohyboval po dané trajektorii s potfebnou rychlosti a zrychlenim. Zadanou veli¢inou pi-
chézejici na regulatory jednotlivych pohont je tedy moment. U elektrickych pohonii miiZzeme zjedno-
dusené fici, ze moment, ktery pohon vyvine, je umérny proudu motoru, proto vlastné¢ je momentové
fizeni realizovano fizenim proudu motorem. Toto fizeni proudu motorem je prakticky realizovano pod-
fizenou regulacni smyckou proudu, ktera kompenzuje ¢asovou konstantu elektrického obvodu z,, kte-
ra je relativné mala (jednotky az desitky ms) oproti mechanické ¢asové konstanté fizené soustavy z,,,
ktera se pohybuje v rozsahu stovky msaz sekundy. Pii kompenzaci elektrickych ¢asovych konstant
pohont je tedy jejich moment (proud) imérny fidici veliing u

u=u Uu, .. unT (8-2)
a pohybovou rovnici soustavy mizeme napsat ve tvaru
Aqd+Caqq +F g9 +G q =Ku (8-3)

kde K je diagonalni matice konstant zesileni (pfepocet mezi fidici veli¢inou a momentem motoru). Pro
pievod na normalizovany dynamicky podsystém (Zitek a Vitecek, 1999) rovnici (8-3) upravime do
tvaru

4=-A" q [Cqg +F g9 +G g ]+A" g K u (8-4)

fZ a.9 GZ q
a dale zobecnime na tvar
q:fz q,q +Gz q.u (8'5)

Vektorova funkce f, q,q , pfedstavuje slozky zobecnéné sily zptisobené Coriolisovym a od-
sttedivym zrychlenim, tthovymi efekty ¢lankt a tfenim v kloubech pfepoctené inverzni matici setrvac-
nosti na zrychleni a matice G, q obsahuje kromé zesileni K zejména inverzni matici setrvacnosti me-
chanického systému. Ridici veli¢ina u (pfevedena na moment) bezprostiedné ovliviiuje zrychleni §,
rychlost g pak je ovlivnéna az zprostiedkované podle vztahu

t
gt=[qtad (8-6)
0
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Z hlediska vlastnosti vektorové funkce f, q,q a matice G, q se jedna o standardni dynamic-
ky podsystém typu 2 (Zitek a Vitecek, 1999), ktery je globaln¢ fiditelny. Pro optimalni zpétnovazebni
fizeni plati (ViteCek, 1991)

u*=G,' g .m (8-7)

kde m ma pro mezni aperiodicky prub¢h slozky

1 4 2 4 . .d
mi = i Y +— i Y + i _fi X 8'8
12 g —d T G —0 +4 (8-8)
respektive
_ d .d . ..d
m =k, ¢ —¢ +k, G —G +6G —f x (8-9)

Vyraz (8-9) ma obdobny tvar jako PD regulator polohy, k jehoZz vystupu je pfictena hodnota
zrychleni ¢ s kompenzaci piispévku k zobecnéné sile zptisobenému Coriolisovym a odstiedivym
zrychlenim, tfenim a pfipadnymi dal§imi vlivy. Tento regulator je tedy optimdlni z hlediska sledovani
trajektorie pro dynamické subsystémy charakterizované pohybovou rovnici (8-1), pfevedené na stan-
dardni tvar (8-5). Pro fizené dynamické podsystémy standardniho typu takto dochazi k externi lineari-
zaci, ktera spo¢iva v kompenzaci vSech nelinearit. Z hlediska fyzikalniho vyznamu fidici veli¢ina u*
(vynasobena matici konstant K) v sobé obsahuje zejména moment, ktery musi soustava pohont vyvi-
nout, aby se ¢lanky pohybovaly se zrychlenim ¢ a dal$i momenty potiebné pro kompenzaci tihovych
efektt ¢lanki a Coriolisovych a odstfedivych zrychleni.

8.2 Momentové rizeni

Momentové tizeni (Computed torque control) (Craig, J.J., 1986) vychazi ze zakladniho predpo-
kladu, Ze pohonny subsystém musi v kazdém casovém okamzZiku vyvinout pravé takovy potiebny
moment (zobecnénou silu), aby se dany ¢lanek mechanismu pohyboval po Zadané trajektorii s danym
pribéhem rychlosti a zrychleni. Tato metoda vychézi tedy z dobré znalosti matematického modelu
mechanismu, kdy dokaZeme priabeh vSech kinematickych a dynamickych veli¢in vypocitat at’ uz v re-
alném case (velké naroky na hardware fidiciho pocitace) nebo predem (playback).

Dokonalé realizaci této metody fizeni brani dva zakladni nedostatky - nepfesny matematicky
model mechanismu zejména v oblasti modelovani pievodu, jejich pruznosti, ptesnosti, hystereze, treni
apod. a dale neschopnost readlnych pohonti vyvinout potfebny pruibéh momentu zejména v narocnych
dynamickych stavech (vlastni dynamické vlastnosti pohontl).

Pfes uvedené problémy je tato metoda fizeni pro dynamicky naro¢né systémy velmi dobfie apli-
kovatelna a nepfesnosti v matematickém modelu soustavy mechanismus-pohon jsou potlatovany zpét-
novazebnim fizenim s vhodnou strukturou. V soucasné dob¢ je tato metoda nejpouzivanéjsi v poloho-
vych servosystémech zejména primyslovych robotii a manipuldtord. Pro osvojeni metody je vhodny
nasledujici zjednoduseny piiklad na Obr. 8-1.
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Obr. 8-1

Téleso o hmotnosti m = 1 se pohybuje po podloZce se tfenim b = 0 a je pfipojeno pruzinou o
tuhosti k = 0. Pfedpokladan je transla¢ni pohyb s jednim stupném volnosti ve sméru osy X, K dispozici
je skute¢na vychylka x a rychlost x. Pohybova rovnice télesa je ve tvaru

f=mx=x (8-10)
Pro ucely tizeni polohy je aplikovan algoritmus optimalniho sledovéni trajektorie ve tvaru

f=%Xg+k, X3 —X +k, Xg =X (8-11)
kde x4,%4,%4 jsou prubéhy zadanych hodnot polohy, rychlosti a zrychleni. Po porovnani rovnic (8-10)

a (8-11) a zavedeni poruchové veli¢iny ve tvaru e=x,; —x dostaneme vyjadieni pohybové rovnice v
prostoru poruchovych veli¢in ve tvaru

€+ke+ke=0 (8-12)

Priibéh poruchové veli¢iny € (a tedy i drahy X) zavisi na velikosti koeficientd k,,k, a je dan umisténim
poll charakteristické rovnice v imaginarni roving

2
s*+ks+k, =0 (8-13)

—k, k% -4k, (-14)
2

S10 =

Odezva systému na skokovou zménu zadan¢ polohy v zavislosti na pom€ru konstant k, a k, je ukaza-
na na Obr. 8-2 pro periodicky pribéh, pro mezni periodicky prubéh a pro aperiodicky prubéeh.

2 2
4k, >k, 4k, =k, 4k, <k,
{\ s % 5 | ' '
100 i L 100 i 100
Voo | | |
0 0
% 5 10 0 5t 10 0 5 10
Obr. 8-2




Z hlediska fizeni polohy je optimalni mezni aperiodicky prabeh. Velikost konstant k, a k, ur-
cuje kvalitu regulace. ZvySovani téchto konstant zvétSuje zesileni odchylky polohy a rychlosti, zvysSuje
presnost a rychlost regulace, ale také zvysuje velikost akéni veli€iny (sily) pisobici na fizeny objekt.

Obr. 8-3

Vyse uvedeny algoritmus fizeni polohy lze uplatnit na realny piiklad, kdy hmotnost m neni jed-
notkova a objekt ma realné vazby s okolim, tj. tfeni o velikosti b a tuhost pruziny k - Obr. 8-3. V tomto
pripad¢ je pohybova rovnice télesa ve tvaru

mX +bx + kx = f (8-15)

Ridici algoritmus rozdélime na dvé &asti - &ast "dynamicky model" a &ast "jednotkovy servosys-
tém". Cast dynamicky model predpoklada znalost parametrii ¥izeného objektu, tj. m, b, k. Na modelo-
vou ¢ast je aplikovan fidici algoritmus ve tvaru

f=at'+p (8-16)

Aplikaci tidiciho algoritmu (8-16) na objekt s pohybovou rovnici (8-15) dostaneme vyslednou pohy-

bovou rovnici

mX+bx+kx=af'+ f3 (8-17)
Pokud dosadime a=m a p=bx+kxdostaneme stejny vysledny vztah %= f'jako v rovnici

(8-10), tj. fizeny objekt se po aplikaci ¢asti fidiciho algoritmu nazvané dynamicky model (8-16) chova

navenek jako jednotkova hmotnost s nulovym tfenim a nulovou tuhosti pruziny. Tento princip se na-

zyva redukce (v literatufe také kompenzace) skuteéného systému s realnymi parametry na systém s

jednotkovou hmotnosti bez vazeb. Takovyto systém lze stejné jako v pfedchozim ptikladé dle Obr. 8-1
fidit druhou ¢asti algoritmu nazvanou jednotkovy servosystém dle vztahu

fr=% +keé+kpe (8-18)

Ridici algoritmus je zobrazen na Obr. 8-4. Do &asti model fidiciho algoritmu mohou byt zahrnu-
ty 1 dalsi vlivy, napt. nelinearni charakteristika pruziny. Pak je pohybova rovnice télesa dana napf.

mX +bx + o = f (8-19)
Déle mtize byt pouzito Coulombovo tieni

mX +b,sign X +kx=f (8-20)
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Jjedn. servosystém dynamicky mo-

H
S f
X, 0 ‘ m ! |f=m.5&+b5c+loc_
m Ak
X
k, k } bx + kx i
el |
N O] |
TG |
| H
Obr. 8-4

Pro vSechny tyto ptfipady je metoda Clenéni fidiciho algoritmu vyhodna. Modelova ¢ast vy-
poctem odstrani "nelinearity" fizené¢ho systému tak, Ze se jevi jako jednotkova hmotnost bez vazeb. Na
tento systém je pak pouzit jednoduchy linearni servosystém. Stejny princip mtze byt aplikovan na po-
lohové fizeni soustavy hmotnych téles s vazbami, jakou je naptiklad primyslovy robot. Vztahy jsou
obdobné, na misté vSech ¢lend vyrazu (8-15), (8-16) jsou odpovidajici matice. Pohybovou rovnici sou-
stavy hmotnych téles je mozno napsat na zakladé¢ Lagrangeovy pohybové rovnice Il. druhu v ma-
ticovém tvaru

Ag.4§g+Cqq+Fqq+Gqg-=r (8-21)

Cast Fidiciho algoritmu nazyvana dynamicky model je stejn& jako v piedchozim ptikladé realizovana
obdobnym vztahem v maticové podobé

F=aF'+ (8-22)
kde

a=A q (8-23)
B=Caqq +F a4 +Gq (8-24)

Cast Fidiciho algoritmu jednotkovy servosystém je realizovana maticovym vztahem

F=tq + K, E+ K, E (8-25)
Po rozepsani poruchové veliCiny

F=K, a?-a +K, ¢°-q +4 (8-26)

Aplikaci casti fidiciho algoritmu dynamicky model je provedena linearizace a rozpojeni pohybu
jednotlivych ¢lankt (v angl. lit. decoupling) tak, ze kazdy ¢lanek se chova jako jednotkova hmotnost
(popt. jednotkovy moment setrvaénosti) bez vazeb. Ridici algoritmus je znazornén na Obr. 8-5. Jed-
notlivé maticové parametry ,,modelové Casti fidiciho algoritmu jsou urceny na zdkladé aplikace
Lagrangeovy pohybové rovnice v maticovém tvaru.
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A q :Zitr[uij H; U | (8-27)

i=j k=1
i
C q.q =ZZZU’|:U” H Ulk|j|q|‘q.k (8'28)
i=j k=11=1
n
Gq=-)mG" Uy p i (8-29)
i=
jednotkovy  servosys- dynamicky mo-
H l
F
a, 0 i AQ i I Mech.subsystém |
+
n/“\ H l 11,
K, K, H CG.q +FQq rG@_ l
_ +
q, = u l
_+_ J—
a, —O | |
H l

Obr. 8-5

> | Shrnuti kapitoly

V této kapitole byl ukazan princip momentového fizeni mechanismd, tj. takového fizeni, kdy
fidici systém na zdkladé¢ dynamického modelu mechanismu vypocte pfedem momenty (zobecnéné si-
ly), které musi pohony vyvinout, aby se koncovy bod pohyboval po Zadané trajektorii.

> Otazky

1. Jaky je princip momentového fizeni?
2. Jaky ucel maji dva zakladni bloky algoritmu momentového fizeni — jednotkovy servosystém a
dynamicky model?

9 MECHATRONICKY PRISTUP K VYTVARENI ROBOTICKYCH
SYSTEMU

Mechatronika je spojeni znalosti strojniho inzenyrstvi, metod fizeni a umélé inteligence a tech-
nickych prostiedkt fizeni, tj. elektroniky a modernich pohont. Mechatronicky ptistup je v poslednich
letech Casto diskutovan a sestava v podstaté ze sou¢asného vytvareni mechanického, pohonného a fidi-
ciho subsystému a optimalizovani jeho komponent v soucinnosti vSech subsystému tak, aby vysledné
uzitné vlastnosti byly co nejvyssi pii co nejnizsich nékladech na vyvoj a vyrobu. Z dne$niho pohledu
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ma vlastné vétSina stroji a zafizeni mechatronickou povahu a obsahuje zakladni subsystémy - mecha-
nicky subsystém, fidici subsystém vcetné senzort a pohonny subsystém. Pii komplexnim technickém
feSeni robotll a ndvrhu strojii obecné se jejich subsystémy natolik vzajemné ovliviuji, Ze se ukazuje
nutnost realizace kvalitnich matematickych a simula¢nich modelti jednotlivych subsystémii s defino-
vanymi ndvaznostmi, které by slouzily profesnim specialistim k optimalnimu feSeni. Metodika ndvrhu
pohonti robott je uvedena v (Mostyn a Skaiupa, 1997). Metodika navrhu robotickych systémt je dis-
kutovana dale v pracich (Skatupa a Mostyn, 1997 a 2000). Problematika mechatroniky je natolik $iro-
ka, ze ji neni mozno vycerpavajicim zptisobem obsdhnout v ramci jedné publikace. Tato publikace se
sousttfedi na mechatronicky pfistup ke konstruovani z pohledu strojniho inzenyra a zabyva se zejména
modelovanim kinematiky a dynamiky mechanisml v navaznosti na dimenzovani pohoni a analyzu
mechanického subsystému pro navrh fizeni. Zakladni metodické kroky pifi navrhu mechatronického
systému jsou:

e analyza technologickych pozadavki (funkce, rozsah pohybu, dynamicka charakteristika pohybu,
manipulované hmotnosti, vyvijené sily, momenty)

e funkéni analyza stroje, principidlni feSeni jednotlivych funkénich skupin, ndvrh kinematické
struktury

e kinematicka analyza a syntéza mechanismu (feSeni pfimé a inverzni ulohy kinematiky pro polo-
hu, rychlost a zrychleni jednotlivych pohybovych komponent stroje

e dynamicka analyza mechanismu stroje (analyza silového plsobeni jednotlivych uzli vzajemné a

na zaklad stroje

dimenzovani mechanického subsystému (ramena, pievody, pohybové jednotky)

dimenzovani pohonného subsystému (motory, ménice, napajeci subsystém)

feSeni fidiciho subsystému (regulatory pohonti, vyssi Giroveii fizeni)

optimalizace stroje v souc¢innosti jednotlivych subsystémi

Podstatou feSeni je postupné itera¢ni zpfesnovani parametrt, a to funkcnich, hmotnostnich i
pevnostnich, které ve fazi prvniho ndvrhu volime na zéklad€ zkuSenosti, technické invence, popf. na
zéklad¢é obdobnych konstrukci (Skatupa, 1998). Cilem feSeni jsou maximalni uzitné vlastnosti stroje
pfi minimalnich nakladech na vyrobu. Jednim z dtlezitych aspekti konkurenceschopnosti vyrobku je
také doba fesSeni. Z téchto divodu jsou v této publikaci prezentovany vypocetni metody, které 1ze pres
jejich relativni slozitost snadno naprogramovat a tak zrychlit cyklus itera¢niho zptesnovani. Piedloze-
né matematické metody modelovani mechanického subsystému jsou koncipovany pievazné jako uni-
verzalni, tj. vhodné pro libovolnou kinematickou strukturu mechanismu. PotiZe nastavaji pouze pfii fe-
Seni inverzni ulohy kinematiky mechanismt s uzavienymi smyckami, kdy je tieba pouzit specidlnich
pfistupi uvedenych napi. v (Brat, 1981) nebo (Valasek, 1996). Po tspéSném feSeni inverzni kinema-
tické ulohy jsou pak metody modelovani dynamického chovani mechanismu bez problému. Vystupy
z uvedenych metod slouZi jak strojnim inZenyriim v oblasti dimenzovani ¢lanka a pohybovych jedno-
tek mechanismd, tak profesnim specialistim v oblasti fizeni pro syntézu regulatori polohy a rychlosti
¢lankd. Metodika dimenzovani akénich subsystému roboti je uvedena napft. v (Skatfupa, 1997).

Cilem této publikace je pfispét ke komplexnimu mechatronickému pfistupu k vytvareni technic-
kych systému obecn¢ a zvySeni schopnosti komunikace mezi profesnimi specialisty v oblastech me-
chaniky, fizeni a regulovanych pohonii.
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Na Obr. 9-1 je uveden ptiklad mechatronického pfistupu ke konstrukci primyslového robotu,
ktery l1ze zevSeobecnit na stroje obecné. PInymi ¢arami jsou znazornény postupné etapy analyzy a syn-
tézy jednotlivych subsystému stroje, carkovanymi ¢arami jsou znazornény hlavni zpétné vazby a vlivy
na parametry jednotlivych blok.

Technologické pozadavky

v

Zakladni principy feseni
Funkéni analyza stroje
Rozdéleni funkci na subsystémy

| |
r———w [ W
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10 VYPISY RESENYCH PRIKLADU V PROSTREDI MATHCAD

10.1 Piima uloha kinematiky — mechanismus s jednim stupném volnosti

Vypis ptikladu s nazvem 1dof_rotace_prima_uloha.xmcd

X

Y1
-

vy

Y
Yo
Xp
Obr. 10-1 Kinematické schéma a 3D model analyzovaného mechanismu
ORIGIN = 1 t.=0,0.05.0.5
Tabulka D-H parametri Rozméry ¢lankt
i theta d a alfa IO = 0.3
0 Pil2 g 0 Pi/2 | 1
1 g g h2 0 12=
l11 = 0.235

Alternativni moZznost zadani prubéhu polohy kloubu v €ase - zadanim pribéhu zrychleni, popf. rychlosti a
integraci tohoto prib&hu.

V prostredi Pro/E je nutno zad4vat thlové miry ve stupnich, 10 rad/sec? je 572,958 deg/sec?
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t
q1(t) = J dgq () dt +ag
0

1.5 T T T T
qq(t) =
0
0.0125 1+ .
0.05 /
01125
0.2 q1(t)
03125 E—
0.45
0.6125 0.5 -
08 /
1.0125
1.25
0 | 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Transformacni matice mezi zdkladnim (bazovym) soufadnym systémem GCS a lokalnim soufadnym
systémem LCSO ramu (podstavce)

s s
9 = d = O 3 = 0 = —
=2 2. “0= 7

sm\eo\ cosweo] cos\(xo] _cos[eo\ sm\ao\ ag - sm\e()\
sin| ocoj cos| ocoj do

0 0 1

Transform @

. Analysis |

Apo =

cos 6 S8 -€OS|ag SOy -Sinlag  ag-coseq
0] 0 0 0 0 0 0
[ 0.3 From s Fa(csys)

o O +» O
o » O O
o O O -

1 T [Lcso:F10(CSYSERAM
-0.000 0.000 1.000 0.000

1.000 0.000 0.000 0.000
-0.000 1.000 0.000 0.300

Quick -
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Ol(t) = ql(t) dl = -0.235 al =1 aq = 0

(cosﬂel(t)} _sin(el(t)] - 0S| o q] sin{el(t)] .sin(ai} al.coswlel(t)] )

sin 6.1 (1), cos[el(t)}.cosﬂal] _cos{el(t)}.sinﬂa1} ay -sin[ 6 (t)

Por® = 0 Sin o q| cos{ o 1] dq
0 0 0 1
[ Transform ==
(1 00 1 \ [ Analysis |
010 0 FIom [| cs0F10(CSYS)RAM
Ap1 (0) = 00 1 _0235 To  [LCS1F4(CSYS)RAMEND
000 1 1.000 -0.000 -0.000 1.00¢

0.000 1.000-0.000 0.000
0.0000.0001.000-0.235

i
Quick v
2o v
Po tpravé (vhodnéjsi pro Mathcad)
0 01
A 100
0=19 1 0 03
000 1
(cos{ ql(t)) _sin( ql(t)] 0 cos| ql(t)}\ 100 1
() o (1) - 010 O
sin(gq(t) cos gi(t)) O sin ql(t)] 0) —
Hor(V = Po1 001 _0235
0 0 1 -0235
00O 1
0 0 0 1
001 O cos| ql(t)) _sin( q.() O cos ql(t):\
100 O sin g () cos/gq(t) O sinqgq (1)l
Tphr () = : ‘ “ ‘ | ‘
01003 0 0 1 -0.235
0001 0 0 o 1
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0 0 1 -0.235
cos| ql(t)] _sin( ql(t)) 0 cos( a, (V)|
Tba st) = L | | \ L \
sm[ aq(t) cos| ql(t)j 0 sm( ql(t)j +0.3
0 0 0 1
(00 1 -0.235) 0 0 1 -0.235
1 00 1 0.3153224 _-0.9489846 0 0.3153224
010 0.3 0.9489846 0.3153224 0 1.2489846
0 0O 1 0 0 0 1
Transform @ Transform @
. Analysis | . Analysis |

From | gos:Fa(csys) |
To

[LCS1F4(CSYS)RAMEND |

|0.000 0.000 1.000 -0.235 |
1.000 0.000 -0.000 1.000
0.000 1.000 -0.000 0.300

| Quick

2

Sméry jednotkovych vektord na osach posledniho ss (LCS1) a jejich vycisleni v ¢ase 0 a 0,5 (misto 0 Ize

zadat ¢as v rozsahu nastavené proménné ¢asu)

i (1) := submatrix| Tpq(),1,3,1,1

0 0
i7(0) = | 1 i1(0.5) =| 0.3153224
0 0.9489846
i (= submatrix( Tp1(),1,3,2,2
0 0
j1(0) =0 j1(0.5) = | ~0.9489846
1 0.3153224
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From | gcs:F4(csys) ]
To

[LCS1:F4(CSYS)RAMENO |

|-0.000-0.0001.000-0.235 |
0.315-0.949 -0.000 0.315
0.949 0.315 0.000 1.249

Transform @

- Analysis |

From | gcs:Facsys) ]
To

|LCS1:F4{CSYS)RAMEND |

[ 0.000 0.000 1.000 -0.235 '
1.000 0.000 -0.000 1.000
0.000 1.000 -0.000 0.300

| Quick v

3

)

Transformacni matice pro t=0




kl(t) = Sme&tl’iXI: Tbl (t) s 1 R 3 ) 3 R 3\ Transform @
Analysis |
1 1
From [ Gros-Facsys)
k = k+(0.5) =
1(0) 0 1(0 5) 0 To [ CS1F4(CSYS)RAMEND
0 0
-0.000 -0.000 1.000 -0.235
0.315 -0.949 -0.000 0.315
‘ ‘ 0.949 0.315 0.000 1.249
O4 (1) := submatrix| Tpy (1),1,3,4,4 i)
-0.235 -0.235 Quick -
Ol(O) = 1 01(0.5) =] 0.3153224 o v X
0.3 1.2489846

Transformacni matice pro t=0,5

Prabéh polohy koncového bodu

X(t) = T (D) y(t) = T (D) zZ(t) = T (D)
bl 1,4 bl 2.4 bl 3.4
X(t) = y(t) = z(t) =
0.235 1 0.3
0.235 0.9999219 0.3124997
0.235 0.9987503 0.3499792
0.235 0.9936785 0.4122628
0.235 0.9800666 0.4986693
0.235 0.9515679 0.6074385
0.235 0.9004471 0.7349655
0.235 0.8182133 0.8749148
0.235 0.6967067 1.0173561
0.235 0.529742 1.1481588
0.235 0.3153224 1.2489846
1.5 T T T T
1 LR P PUPRR n
x(t)
YO o5k -
z(t)
0 — —]
_05 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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10.2 Prima uloha kinematiky — mechanismus se tfemi stupni volnosti (RTT)

Vypis ptikladu s nazvem RTT_hlavice_prima_uloha.xmcd

Obr. 10-2 3D model a kinematické schéma vysSetiovaného mechanismu

Tabulka parametri (Denavit-Hartenberg)

theta d a alfa
0 10 0 0 lg = 0.500
ql 0 0 0

0 @ 12 PiR I = 0.065

0 g3 0 0
DH parametry nepouZzity

~AwWDNEFE O

ORGIN:=1 t:=0,0.5 3 rozsah Casu pro definici pohybu

cos|0g -sin 0g -COS ag  Sin[6g -Sinlag ag-cos|6g
fep sinleg  €0S|Bg -COS wg —COS Bg -SiNlag ag-Sin 8

0 sin( oc()) COS( oco) do
0 0 0 1
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100 ’ 3 Transform (3]

Aoy - 010 Analyjsis| .
0 01 05 From | gos:F4(csys) _|
0 00 1 To

[LCSO0:F10(CSYS)ZAKLAD |

1.000 0.000 0.000 0.000
Zjednodusena matice Ab0 0.000 1.000 0.000 -0.000
0.000 0.000 1.000 0.500

(100 0 ) i
010 O Ouick -
Apo = Quck )
0 0 1 0.500 —
2] | X
0 0O 1
gi(t) = —0.5.1 Zadani prubchu 1. zobecnéné soufadnice (natoceni)
01(t) == a1 () di() =0 a:=0 ag:=0
cos 01(t) -sin 01(t) -cos agl sin[o1(t) -sinfag  aj-cos o1(t)
sin 01(t)  cos|1(t) -cos|ag| —COS/01(t) -Sin oy ag-sin 1(t)
Ao1(t) = o o
sin| 0‘1’ COS( 0‘1’ dq (1)
0 0 0 1
(_1 000 \ Transform @
P01 (0) - 0o Ao | _
10 From [ cso:F10(csYs)zakLAD - |
0O 0 01

Zjednodusena matice AO1
cos gy (t) —sin gy(t) O
sin[gy(t)  cos qi(t) O
A= |
0 0 1
0 0 0

- O O O

To [Lcs1:F10(CSYS)ROT1_RAM |

-1.000 0.000 0.000 0.000
-0.000-1.000 0.000 0.000
0.0000.000 1.000-0.000

| Quick -

B ™~ R

Zadani pribehu 2. zobecnéné souradnice (zdvih)
go(t) = 0.9 +0.1 .1

92(‘:) =0 dz(t) = q2(t) ao .= 0.065
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cos 0o(t) —sin 6o(t) -cos ag  sinlox(t) -sinfag  ap-cos|6p(t)

sin 6o(t)  cos|eo(t) -COS ap  —COS Bo(L)| -SiNfag - Sin o(h)

Ag2(t) = o J
sm( a2 COS! ool do(t)
0 0 0 1
( 10 0 0065 \ Transform @
A (O) 0 0 -1 0 . Analysis |
0 1 0.9 From (| cs1F10(CSYSYROTI_RAM |
00 1 T [LCS2F13(CSYS)TRANSLACE_2 |
1.000 0.000 0.000 0.065
Zjednodu$ena matice A12 gggg ?ggg _U1ﬁDUDUDDDQDUDUD
1 0 0 0.065 i
Aa(t) = 0o0-1 0 | Quick -
01 0 a1
%] el | X]
00 O 1

Zadani pribchu 3. zobecnéné soufadnice (vysuv)
g3(t) = 1.5-0.2 .1

63(t) = 0 da(t) := gs(t) ag:=0 a3:=0

cos| 03(t) -sin[e3(t) - coslag  sinle3(t) -sinlag  ag-cos o3(t)

sin 03(t)  cos|03(t) - cos|ag —COS 03(t)| -Sinlag ag-sin (1)

Ags(t) = o o
0 sm( a3 cos| ag’ ds(t)
0 0 0 1
1 P
00 Transform @
A 0) = 010 .Anall,rsis |
23(0) = _ :
00115 From (| c52:F13(C5YS) TRANSLACE 2 |
00O

1 T [Lcs3Fs(CsYs)TRANZ ]

. . . 1.000 0.000 0.000 -0.000
Zjednodusena matice A23 0.000 1.000 0.000 0.000

0.000 0.0001.000 1.500

100 O 0

) 010 O [uick -]
00wl A ™ R
000 1
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Posledni transformac¢ni matice mezi LCS3 a LCS4 (hlavice) je ur¢ena odméfenim v prostiedi Pro/E.
Matice je konstantni, proto neni funkci Casu.

0 0 0

1 Transform (=]
A 0 0.500 -0.866 -0.187 | Analysis |
34 =
0 0.866 0.500 0.405 From [ C83 Fa[CEYE) TRANG |
0 O 0 1 To  [LCS4F14(CSYS)HLAICEZ |

1.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.500 -0.866 -0.187
0.000 0.266 0.500 0.405

| Quick v

B = R

Vycisleni transformacnich matic mezi zékladnim a lokalnimi soufadnymi systémy,
tyto matice jsou také vypocéteny symbolicky (Shift+F9)

Tp1(t) = Ano - Aor (D)

100 0 cos qy(t) -sinlgy(t) 0 0
010 O sin gy()) cos/gi(t) 0 O
Tor (1) . Laa(b), qy(D)
0 0 1 0.500 0 0 1 0
00O 1 0 0 0 1
cos| ql(t)' _Sin‘i ql(t)' 0 0 Transform @
Tl sin gy (t)  cos/gi() O O [ Analysis |
TV = 0 0 1 0.500 From [ gcs:Facsys) |
0 0 o 1 To [LCS1:F10(CSYSEROT1_RAM |
-1.000 0.000 0.000 0.000
-0.000 -1.000 0.000 0.000
0.000 0.000 1.000 0.500
-1 0 O
0O .10 O
Tp1(0) = i
0O 0 0 1 —
2] |

Th2(t) == Apo - Ao (1) - Ago(1)
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100 O cos| gy(t) -singy(®) 0 0) (1 0 0 0.065
010 O sin'gy(t)) cos/gy(t 0 0| |0 O -1 O
Tool) = | sinay(®)  cos qy(t)
0 0 1 0.500 0 0 1001 0 aqx
000 1 0 0 01 00 O 1
cos( qi() O sin[qgi(t)) 0.065 . cos| ql(t)j Toanctomn e
sin gi(t) O —cos gy(t) 0.065.sin qp(t) [ Analysis |
Mt) = From . \
0 1 0 gz2(t) + 0.500 GCSF4(CSYS)
0 0 0 1 To  [LCS2F13(CSYS)TRANSLACE 2
-1.000 0.000 -0.000 -0.065
-0.000 0.000 1.000 -0.000
1.0 0 _0.065 0.000 1.000 0.000 1.400
Te(0) 01 0
b2t = 10 14 i]
00 1 Quick -
o v
Tha(t) = Ao - Aor(t) - Ar2(t) - Az (t)
100 O cos qy(t) -sinqi(t) 0 O 1 0 0 0.065 100 O
010 O sin gy(t)) cosigy(t)) 0 0| |O O -1 O 010 O
Toa(t) = . qy(D)] qy(D)
Joal 0 0 1 0.500 0 0 10/ (01 0 axt 0 0 1 gs(t)
00O 1 0 0 0 1 00O 1 000 1
cos gy(t) O sin qy(t)  sin g(t) - gg(t) + 0.065 - cos| gy (t)
sinlgi(t)) 0 —cos gy(t) —cos|qi(t) -qz(t) + 0.065 - sin| gy (t)
e | | | |
0 1 0 do(t) + 0.500
0 0 0 1
] Transform @
-1 0 0 -0.065 I
Anal'_.r5|s|
Tp3(0) = oL 1S From [gcsFacsys)
10 14 To [ CS3F8(CSYS)TRAN3
co0o 1 ~1.000 0.000 -0.000 -0.065
-0.000 0.000 1.000 1.500
0.000 1.000 0.000 1.400
i
Quick v
o vag X
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Celkova transformaéni matice mezi zakladnim ss (GCS) a poslednim ss (LCS4)

Tha(t) == Ao - A1 (1) - Ar2(1) - Axz(t) - Agg

00 0 cos| qq(t)) —sini g1(t)l

1 00)(10 0 005) (100 O 1 0 0 0

Toal® = 010 O ‘ sinigi(t)) cos qi(t)) O O . 00 -1 0O 010 O _ 0 0.500 -0.866 -0.187
0 0 1 0.500 0 0 1001 0 ax 0 0 1 q3(t) 0 0.866 0.500 0.405
000 1 0 0 01)\00 0 1 000 1 0 o0 0 1

(cos gy(t) 0.866.sinqgy(t)  0.5.singy(t)  0.065-cos qy(t) +0.405 - sin qy(t)| +gs(t) - sinlga(t)
_ sin(g1(t) —-0.866 .cos| qy(t) -0.5.cos| qi(t) 0.065 -sin gq(t) +—-0.405 . cos qy(t) — qs(t) - cosl g (1)l
ha() = | | | |

0 0.5 ~0.866 ao(t) +0.313
0 0 0 1
-1 0 0 —0.065 Transfo.rm @
0 0.86 05 1.905 Analysis |
Ta@) =1 0 05 086 1213 From [ GesFa(csys)
0 0 0 1 To LCS4:F14(C3YS)HLAVICEZ

-1.000-0.000 -0.000 -0.065
-0.000 0.866 0.500 1.905
0.000 0.500-0.866 1.213

Quick A

Smeéry jednotkovych vektorti na osach posledniho ss (LCS4)
ig(t) == submatrix| Tpa(t),1,3,1 1] ja(t) == submatrix| Tpa(t),1,3,2,2

ka(t) == submatrix| Tpa(t),1,3,3,3 O4(t) := submatrix| Tpa(t),1,3,4,4

Vy¢isleni smért jednotlovych vektorti na osach LCS4 v ¢ase 0 (misto 0 1ze zadat ¢as 0-3 sec)

-1 0 0 ~0.065
ig(0) =| O j2(0) = | 0.866 ke(0) =| 0.5 04(0) = | 1.905
0 0.5 ~0.866 1.213
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X() = Toa(®, ,

y(t) = Tb4(t)2 4

() = Toa(t), ,

Prtibéh polohy koncového bodu

X(t) = yit) = z(t) =

Distance ==
Analysis l Feature

A [GCSF4(CSYS)

L | PNTO:F12(DATUM POINT)HLAVICE2

Projection [ gos:F4(CsYS)

Distance = 2.260; dx=-0.065, dy=1.905, dz=1.213 ‘
Ends ofthe segment:
X ¥ z
point 1 (GCS:F4(CSYS))
0.000000 0.000000 0.000000
point 2 (PNTO:F12{DATUM POINT):HLAVICEZ):
-0.065000 1.905000 1.2134584

| Quick v

Direction

"] View Plane
CSYS | Cartesian v
Update

3 x|

-0.065 1.905 1.213
0.384 1.765 1.263
0.76 1.527 1.313
1.046 1.219 1.363
1.231 0.868 1.413
1313 0.505 1.463
1.297 0.157 1.513
2

-05
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Prubéh polohy koncového bodu ve 3D zobrazeni

(x,y,2)

Pramét trajektorie do ptidorysu (roviny xy)

1.5F

y(®) 1F

0.5

x(t)
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Reseni p¥imé lohy kinematiky pro rychlost koncového bodu

Diferencialni operatory pro rotaci a translaci

o O +» O

da1 (t)

V4(t) =

V4(2) =

Vx(t) =

-1 00 0 00O
00 b 0 00O
00 "™ loo0o0 1
00 00O00O
d d d
= —0q1(t) daga(t) = =aa(t) dqgs(t) = —as(t)
dt dt dt
0.2 T T
of ]
dg1(t)
da2()_, ]
das(t)
_o04fF .
—06 | |
0 1 2 3

0
0
Apo - DR - Ap1 (1) - A12(t) - Aga(t) - Agg - day(t) ... 0
+ Apo - Ap1 () - D1 - Ag2(t) - Aga(t) - Agg - dga(t) ..
+ Apo - Ao1 (1) - Ag2(1) - Dt - Aga(t) - Azq - das(t) 1
0.266
-0.724
0.1
0
va(t), vy(t) = va(t), vz (1) = va(t)
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vy (t) = vy(t) = Vz(t) =

0.952 -0.168 0.1
0.833 0.386 0.1
0.668 -0.556 0.1
0.473 0.67 0.1
0.266 0.724 0.1
0.063 0.719 0.1
0.121 -0.663 0.1

-05
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10.3 Inverzni iloha kinematiky — Tayloriv rozvoj transforma¢ni matice

Vypis ptikladu s nazvem RTT_inverzni_Taylor.xmcd

Obr. 10-3 3D model a kinematické schéma vysSetrovaného mechanismu

Tabulka parametrii (Denavit-Hartenberg) ORIGIN = 1
theta d a alfa

0 0 0.554 0 0

1 ql 0 0 0

2 0 g2 0.065 Pi/2

3 0 q3 0 0

Vychozi poloha - pro vychozi polohu a vypocet inverzni ulohy jsou na miste kloubovych promen-
nych pouZity proménné s1, Sp, a $3. Kloubové proménné q1, (2 a Q3 jsou pouZity pro kontrolu

spravnosti vypoctu.

Sl =T 52 = 0.9 53 = 1. 01
cos| s _sin( s 00

100 0 1 Sy
010 0 B sm'sl) cos( sl] 00
0 0 1 0554 0 0 10
00O 1 0 0 01
10 0 0065 100
00 -1 0 01

Ao = AB=1001s

12=1o 0 s 3
U~ U U T 7 123



T3 = App-Aor - A2-A23

(21 0 0 —0.065 )
. 0 01 101
b3~ o 1 0 1454
0 00 1
1 0 0 -0.065
01 101
TV =
1 0 1.454
00 1
Zadand poloha
q1:=3 q2 = 0.6 Q3;= 0.8
100 O cos qq| -sin qq]
A 010 0 sin{ql] cos{ql)
0 =10 0 1 0554 Aop =
0 0
000 1
0 0
1 0 0O 0065 100
00 -1 0O 010
A — A =
127101 0 q 227100 1 ag
00 0 1 000 1
Jp3.= Ao Ao -A12-Ax3
™ = T3
~0.98999 0 0.14112 0.04855
0.14112 0 0.98999 0.80117
N 0 1 0 1.154
0 0 o0 1

o O

=
= O o o
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Reseni soustavy transcendentnich rovnic je provedeno jako kontrolni reseni sprdavnosti vypoctu pomoci
Taylorova rozvoje transformacni matice.

Definice inverzni funkce
Given
s3-sins1| +0.065.c0s 51 = x
0.065.sin| sl\ —S$3.C0S[Sq| =Y
S5 +0.554 =2
Q(X,y,2) = Find( sl,sz,sé)
3

Q(0.04855 | 0.80117 ,1.154) — | 0.6
0.8

Reseni metodou Taylorova rozvoje transformacni matice

Diferencialni operdtory

Rotacni kloub Translacni kloub
0 -1 00 (000 0)
1 0 0O 0 00O
Dr = Dt =
0O 0 0O 0 001
0O 0 0O 0 00O
Prvni iteracni krok
Vychozi poloha
A§/\3M;= T A§/3A;= 0.9 A§/3A;= 1.01
(100 0 ) cos's;| -sinjs; 0 O
Ang = 010 O 3 sin(slj cosislj 00
0 0 1 0554 Aoy =
0 0 10
0 0O 1
0 0 01
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10 0 0.065 10
00-1 0 01

Aqs = Aps =

12101 0 s 23710 0 1 sg
000 1 000 1

L3 = Apo-Ao1-A2-Ax3

TV:: Tb3

Je vypoctena transformacni matice Th3 ve vychozi poloze a je uloZena jako matice TV, matice TD - Zddana
poloha zustava konstantni.

-1 0 0 -0.065 -0.98999 0 0.14112 0.04855
01 10 0.14112 0O 0.98999 0.80117
TV = ™D =
1 0 1454 0 1 0 1.154
00 1 0 0 0 1

Jednotlivé parcialni derivace do rozvoje transformacni matice

Us1 = Apo-Dr-Agp-A12-A23

(0 0 -1 -1.01 )

10 0 -0.065
00 0
00 0

Uzp == Ao -Aor -Pr-A12-Ax3

(000 0)
Uszl

00O
0 01
0

o O o o

00O

o O O O
o O O O
o O O O

1
0
0
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Sestavenda soustava rovnic (obrdzek z ucebniho textu) bude resena maticove

31 A 32 A 33 Ag. =14 v
“1.4' (Il +H|.4. (12 +HL4. (I" _’I.J —’|.4
v

3 32 33 /
34 Aqy +3 3. 0q, + 133 Aq3 =154 — 1 4

3 32 33 1 4
113"4 Agy +u33.Aq, +uz 4 Ay =154 —13 4

Matice koeficientit u promeénnych

u U U
311,4 321,4 33174
u u U
C= 312,4 322’4 332’4
u U U
Sl g4 73234 "33,
Inverze matice koeficientii
-09901 0 O
cl.l o o1
-0.06436 1 O
Matice pravych stran
™1 4-TV14 0.11355 )
B.=| T2 4-TV2 4 B =| -0.20883
T3 4-TV3 4 -0.3

Resenim soustavy rovnic je matice D

-0.11242
D=C ".B D = -0.3
-0.21614

Krok, ktery je potreba udélat z vychozi polohy smérem k reSeni je tedy

As1:=D11
AS9:=D2 1
As3:=D3 1
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Vypocteni noveé vychozi polohy

Ra=S1+451
Rae=S2+4S2
P3=S3+AS3

Pro kontrolu porovnani s jiz predem vypoctenymi referencnimi hodnotami

sq = 3.02017 qy =3
32 =0.6 q2 =0.6
S5 = 0.79386 d3 = 0.8

Pri pohledu na vypoctené kloubové proménné vidime, Ze s1 se lisi o 29 tisicin radianu, s9 je jiz vypoctena
presné (je nastaveno zobrazovani na 5 desetinnych mist), s3 se lisi zhruba o 7 mm. Je tedy nutna dalsi ite-

race. Je to zpiisobeno pomeérné velkym rozdilem mezi vychozi a Zadanou polohou. Pokud bude tento rozdil
maly, FeSeni je nalezeno jiz po jedné iteraci.

Druha iterace - vyrazgy jsou zkopirovdany z piedchozi iterace

Matice v nové vychozi poloze

(l 00 0 \ cos( Sl) —sin| 31] 00
Ang = 010 0 | sin'sg cos( sl) 00
0 0 1 0.554 Aol =
0 0 10
0 0O 1
0 0 01
1 0 0.065 1 00
0 -1 0 01
A = A =
127101 0 s 227100 1 sq
00 O 1 0 00 1

Lb3.= Apo-Ao1-A12-A3
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Je vypoctena transformacni matice Tb3 ve vychozi poloze a je ulozena jako matice TV, matice TD - zadana
poloha zustava konstantni.

-0.99369 0 0.11219 0.02447 -0.98999 0 0.14112 0.04855
~ 0.11219 0 0.99369 0.79614 o _ 0.14112 0O 0.98999 0.80117
0 1 0 1.154 0 1 0 1.154
0 0 0 1 0 0 0 1

Jednotlivé parcialni derivace do rozvoje transformacni matice

Hat= Ao Dr-Aor-A12-A23
(-0.11219 0 -0.99369 -0.79614 )
~0.99369 0 0.11219 0.02447
0 0 0 0
0 0 0 0

Yaz.= Apo-Ao1-PrA2-Ax3

(000 0)
0000
A
0000

Haz.= Apo-Ao1-A12-DrAos
0 0 0.11219
0 0 0.99369
00 O
00 O

o O O O

Matice koeficientit u promeénnych

Inverze matice koeficientii

-1.25172 0.14132 O
C "= 0 0 1
0.03082 1.00287 O
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Matice pravych stran

T™1,4-TV1 4 0.02408
Bi=| T2 4-TV2 4 B-|50268 10 >
D3 4-TV3 4 0

b} )

Resenim soustavy rovnic je matice D

-0.02943
J;A)N:z C_l.B D = 0
5.78338 x 10 °

Krok, ktery je potreba udélat z vychozi polohy smérem k reSeni je tedy

AS q = Dl,l
AS o = D2’1
A33= D3,1

Vypocteni nové vychozi polohy

Ra=S1+451
Rgo=S2+4S2
P3:=S3+AS3

Pro kontrolu porovnani s jiz predem vypoctenymi referencnimi hodnotami

Sq =2.99974 g =3
32 =0.6 q2 =0.6
s3 = 0.79964 g = 0.8

PFi pohledu na vypoctené kloubové proménné vidime, Ze s1 se lisi o necelou tisicinu radianu, sy je
vypoctena prresné (je nastaveno zobrazovani na 5 desetinnych mist), s3 se lisi zhruba o 4 desetitisiciny

mm. To by pro béznou presnost v robotice jiz stacilo. Pro jesté presnejsi vypOcet je provedena jesté
dalsi iterace.
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Treti iterace - vyrazy jsou zkopirovany z piedchozi iterace

(l 00 0 \ cos( slj —sin| 51] 00
Ang = 010 0 - sin s4| cos(sl) 00
0 0 1 0.554 Aol =
0 0 0
000 1
0 0 01
1 0 0.065 10
0 1 0 01
Ao = Aoqy =
12101 0 s 22710 0 1 sg
00 0 1 000 1
L63.= Ap0-Ao1-A12-Ax3 W= Tpa

Je vypoctena transformacni matice Tb3 ve vychozi poloze a je ulozena jako matice TV, matice TD - Zada-

na poloha zustava konstantni

-0.98996 0 0.14137 0.0487

0.14137 0 0.98996 0.8008
0 1 0 1.154
0 0 0 1

Jednotlivé parcialni derivace do rozvoje transformacni matice

Hat= A0 -Dr-Aor-A12-A23
(-0.14137 0 -0.98996 -0.8008 )
~0.98996 0 0.14137 0.0487
0 0 0 0
0 0 0 0

Haa.= Apo-Ao1-DrA2-Ao3
(000 0)
0000
0001
0000

-0.98999 0 0.14112 0.04855
0.14112 0 0.98999 0.80117
0 1 0 1.154
0 0 0 1
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Has.= Apo-Ao1-A12-DrAos
0 0.14137
0.98996
0
0

o O O O
o O O O
o O O

Matice koeficientit u promeénnych

Inverze matice koeficientii

-1.238 0.1768 O
C "= 0 0 1
0.0609 1.00145 O

Matice pravych stran

D1 4-TV1 4 154831 x 10~ *
B—|TD24-TV24 B=| 3661510 %
D3 4-TNV3 4 0

Resenim soustavy rovnic je matice D

256415 »x 10~ %
D—-C ".B D= 0
3.5725 « 10~ 4

Krok, ktery je potreba udélat z vychozi polohy smérem k reSeni je tedy

As1:=D11
AS9:=D2 1
As3:=D3 1

132



Vypocteni nové vychozi polohy

Sa.=S1 +ASq
R2= 52+ 452
P3=S3+AS3

Pro kontrolu porovnani s jiz predem vypoctenymi referencnimi hodnotami

Sl =3 ql =3
52 =0.6 q2 =0.6
53 =038 q3 =0.8

Po treti iteraci jsou jiz hodnoty hledanych kloubovych proménnych vypocteny naprosto spravne (zobrazeni
vysledku je nastaveno na pét desetinnych mist), odpovidaji referencnim hodnotam a vypocet miize skoncit.

Programovani v prosti edi Mathcad

Vychozi poloha, pro kterou jsou v programu vycisleny transformacni matice

NS‘/&/\:= T A§/’2»:= 0.8 )%3/\:: 0.9
Zadand poloha
(_0.98999 0.14112 0.04855 )

0 0 1.154

0
0.14112 O 0.98999 0.80117
1
0 0 0 1

Program v Mathcadu definuje funkci inverze (¢), kde € je pozadovanda presnost vypoctu - zde soucet kro-
kut
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inverze (g) :=

ds « 100

while ds > ¢

B«

Ao «

Aoy «

A «

Ay «

100 O

010 O

0 0 1 0554

000 1

cos'sy -sins) 00

sin'sq cossy 00

o

00 1
000
100
0

0
1
0
0 153

0001

TV« Ay A1 A12-A23

U1 < Apo-Dr-Any -A12-Ao3
U < Apo-Ao1 -Dr-A12-Ao3
Us « App-Ao1-A12-Dr-Agg

3,4 “34
M14-TV14
M2 4-W24
D3 4-TV3 4

DeClB

S« sS1+D11
So«Sy+D2 1
S3«S3+D31

ds « |D1,1| + |D2,1| + |Ds,1|

134



Pouziti definované funkce pro viastni vypocet

3
inverze (0.001) =| 0.6
0.8

Priklad programovani v prostredi Mathcad
a= |be«?2

C« 12

i« 0

while ¢ > 3

C«C-b

e i4+1
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10.4 Inverzni tiloha kinematiky — inverze Jakobiho matice

Vypis ptikladu s nazvem RTT_inv_uloha_transc_Jacob.xmcd

Obr. 10-4 3D model a kinematické schéma vysetiovaného mechanismu

Tabulka parametri (Denavit-Hartenberg)

theta d a alfa
0 0 0.554 0 0 ORIGIN = 1
1 gl 0 0 0
2 0 g2 0.065 Pi/2
3 0 g3 0 0
Vychozi poloha
aX = —20 XO = O 516642 V)O = O Sl =T — 0.6
ay =20 Yo = 0.870291 VyO =0 So = 0.9
a.z = 20 ZO = 1.454 VZO = O 33 = 1.01

t.= 0,002 0.2

Parametry pohybu koncového bodu
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1
X(1) := Xg + Vyg-t + E.ax.t2

y(1) :

Il

1 2
yo + Vyot + ant
Trajektorie koncového bodu ve 3D

1 2
z(t) = zo + VZO‘t + E.az.t

X(t) = y(t) = z(t) =
0.516642 0.870291 1.454
0.512642 0.874291 1.458
0.500642 0.886291 1.47
0.480642 0.906291 1.49
0.452642 0.934291 1.518
0.416642 0.970291 1.554
0.372642 1.014291 1.598
0.320642 1.066291 1.65
0.260642 1.126291 1.71
0.192642 1.194291 1.778
0.116642 1.270291 1.854

(x,y,2)
Transformacni matice mezi souradnymi systémy

Matice ve vychozi poloze

(100 0 ) cos's;| -sinjs; 0 O
010 0 - |
Ao = B sm( slj cos| s 00
0 0 1 0554 Aor =
0 0 10
000 1
0 0 1
1 0 0.065 100
00 -1 0 010
A = A =
12=101 0 s, 23710 0 1 sg
00 0 1 000 1

5
2

Th1 = Ap0-Ao1
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Th2 = Ap0-Ao1-A12

Th3 = Ap0-Ao1-A12-A23
100 0o )[cossy -sinsf 00)(10 0 0065)(1 0
. 010 O sin'sq| coss; 00[|/00 -1 0 01
B30 01 0884 || o 1011910 s [|001s3
000 1 0 0 0 1)\00 0 1 000 1
cos| sl) 0 sin| sl) sin| sq -S3 + 6.5.10_2.cos( sl)
. | | | | | -2 . |
sinfsq/ 0 —cos sq| —COS/Sq|.Sq +6.5.10 ".sin s4|
Tz 1 Bl 153 1
o 1 o 554 4 s,
0 0 0 1
—0.8253356 0 0.5646425 0.5166421
T 0.5646425 0 0.8253356 0.8702907
b3 = 0 10 1.454
0 0 0 1

Reseni soustavy transcendentnich rovnic - nalezeni referenénich priibéhi kloubovych promén-
nych ql1, q2 a ¢3

Given
s3-sin sij +0.065.cos| 511‘ = X

0.065.sin| sl) _33.003( si} =y

S5 +0.554 = 7
| | 2 5551521
Q(x,y,2) = Find|sq,s5,53 Q(0.5,0.87,1.454) =| 0.9
1.0013366

a1 () = Q(x(1),y(),z(H))1 1
ap(D) = Qx(1),y(V),z(1)2 1
az3(D) = Qx(1),y()),z(1)3 1
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qq(t) =

2.5415929

2.547091

2.5635029

2.5905648

2.6277893

2.6744077

2.7293196

2.7910767

2.8579243

2.9279108

2.9990493

qo(t) =

0.9
0.904
0.916
0.936
0.964

1
1.044
1.096
1.156
1.224

1.3

da(t) =

1.0100002
1.0114156
1.0158391
1.0237945
1.0361271
1.0539593

1.078621
1.1115587
1.1542273
1.2079805
1.2739779

Reseni pomoci Jacobiho matice

Vychozi poloha
%;: n —0.6
%:: 09
S3.=1.01

2.9

2.8
q1(t)
2.7

2.6

25

0.05 0.1 0.15

0.2

13

1.2r

ax(t) 1.1

0.9

0.05 0.1 0.15

0.2

13

1.2

as(t)

t;:O

0.05 0.1 0.15

X(t) = 0.516642

y(t) = 0.870291

z(t) = 1.454

0.2
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AX = X(t 4 dt) — x(1) 3
AY = y(t +dt) —y(t) AX =—1><103

Ay =1x10
AZ = z(t +dt) —z(b)

Az =105 104

Vsechny vektory je tfeba vyjadrit v zakladnim soufadném systému

Potiebné vektory ve vychozi poloze

kg = submatrix{TbO,l,S,S,?:j ko =
ky = submatrix| Tyy ,1,3,3,3 =
0.5646425
ky = submatrix| Ty, 1,3,3,3 ko =| 0.8253356
0
0.5166421
Pog = submatrix| T3 — Ty, 1,3,4,4 Pog = | 0.8702907
0.9
0.5166421
P13 = submatrix| Tpg — Ty ,1,3,4,4 P13 =| 0.8702907
0.9
0.5702889
Pog = submatrix| Tpyg — Tpp,1,3,4,4 Pog =| 0.833589
0
Matice vychozi polohy
(-0.8253356 0 0.5646425 0.5166421 )
0.5646425 0 0.8253356 0.8702907
V= Ago-Ao1-A12-A23 v -
0 1 0 1.454
0 0 0 1

Jakobiho matice ve vychozi poloze
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Tento zapis je matematicky spravny, ale v ptostedi Matcad neplatny. Mathcad nespravné ptifadi hodnoty, do
matice nelze zapsat vektor, popf. jinou matici. Je nutno vkladat pfimo jednotlivé prvky!!!

[k | K ko |
'Oxp03"1,1 111 211

’ ’ —0.8702907 0 0.5646425
0 0.8253356

k | k k
J=| oxlf’0~°>"2’l 1,1 7254 J =| 0.5166421

k] >

K | K K
_'OXpaﬂal 131 234

k] > = -

-0.817164 0.559052 O
J = 0 0 1
0.5115268 0.861674 O

o [(1.10°3)
AP = | AY Ap = 1><1O_3
Az 10 10~
-3
1.3762159 x 10
AS = J_l-Ap AS = 10 « 104
3.5014718 x 10~ *
S4,.=S1+AS11
S2=S2+AS2 1
S3.=S3+AS3 1
Z4dana hodnota na regulatory polohy
Sq = 2.5429689 q1(0.01) = 2.5429687
S = 0.901 g>(0.01) = 0.901
s3 = 1.0103501 g3(0.01) = 1.0103513
Dalsi hodnota
L= t4dt
Sq = 2.5429689 X(t) = 0.515642
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s, = 0.901 y(t) = 0.871291

S5 = 1.0103501 z(t) = 1.455
A= X(E 4 d) - x() AX = 351072
A= Y(t+dt) —y() Ay =3x1073
AZ, = z(t +df) —z(t) AZ =3x 1073

Transformac¢ni matice mezi soufadnymi systémy

Matice ve vychozi poloze

100 O cos sq| -sinisq O 0)
Ano = 010 0 3 sin(sl) cosisl] 00
0 0 1 0.554 Aoy =
0 0 10
000 1
0 0 01
1 0 0.065 10
00 -1 0 01
Ay = Apg =
12=1o01 0 s, 22710 0 1 sg
00 0 1 000 1
Tho = Ao
~0.8253356 0 0.5646425 0.5166421
Ths= A0-Ao1 | 05646425 0 0.8253356 0.8702907
b3 0 1 0 1.454
L2, = Ap0-Ao1-A12 0 0 0 1

Th3 = Apo-Ao1-A12-A23

Vsechny vektory je tfeba vyjadrit v zakladnim soufadném systému

Pottebné vektory ve vychozi poloze

ko = submatrix| Tyyy,1,3,3,3 ko =

Kq := submatrix| Tb1,1,3,3,3
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kp = submatrix| Ty, 1,3,3,3
Po3 = submatrix | Th3 _Tbo,1,3,4,4]
P13 = submatrix| T3 — Tpyy ,1,3,4,4
Po3 = submatrix( Th3 _Tb2,1,3,4,4]
Matice vychozi polohy
(-0.8261119
0.5635061
MYo= Apo-Aor-A12-A23 = 0
0

Jakobiho matice ve vychozi poloze

ko

Po3

P13

o »r O O

0.5635061
0.8261119
0

0.5156412
0.8712902
0.901

0.5156412
0.8712902
0.901

0.5693385
0.8346623
0

0.5635061 0.5156412 )
0.8261119 0.8712902
0 1.455
0 1

kg x Po3 k k
C0RF08 1 Tl 2 _0.8712902 0 0.5635061
1k i K K _
3|l kox Pogl, ; K1, K2, J=| 05156412 0 0.8261119
« u 0 1 0
k | k k
i 07Po3 5 M3, 25 4
_0.8176491 0.5577335 O
o 0 0 1
( -3
0.5103589 0.8623646 O 3% 10
AP =| 341073
( AX X
AP = | AY 3x 10
AZ
(41261478 x 10°3 )
-1
AS.= 3 7.Ap AS = 3x107°

1.056017 x 10”3
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R3=S3+AS3,1

Zadana hodnota na regulatory polohy - zde je vidét, Ze rychlost je vétsi a tedy i zména polohy koncového
bodu za nastaveny ¢asovy krok - vypocet jiz neni tak pfesny, ale vyhovuje.

s1 = 2.547095 G1(0.02) = 2.547001
s, = 0.904 05(0.02) = 0.904
s3 = 1.0114062 03(0.02) = 1.0114156

Obdobn¢ by vypocet pokrac¢oval dale, naprogramovany v nékterém vhodném programovacim jazyce.

Program v prostiedi Mathcad, zadana vychozi poloha koncového bodu a vychozi kloubové
proménné.

Xg.:= 0.516642 gg=n — 0.6
Zo.= 1.454 Gg= 101

Pocatecni kloubové proménné

n —0.6
0.9
1.01

SV

Definice vypoctové funkce - argumenty této funkce jsou zddané hodnoty xd, yd a zd.
Pozor - indexy u kloubové proménné jsou indexy vektoru s (vkladané levou hranatou zavorkou), ne textové
indexy (ty se vkladaji pomoci tecky).
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Qxd yd, zd) ;= | X<« X

Y <Y
Z¢ 79
S ¢« sV
i«0
chyba « 10
while chyba > 0.0001
xd — x
dp « | yd -y
zd -z
100 0
Aoy < 010 0
0 0 1 0554
00O 1
cos sy -sinsy 0 O
Aoy < sinlsy cos/s; 0 O
0 0 10
0 0 01
1 0 0 0.065
00 -1 0O
M2<lgy o s
00 1
10
01
P23 lg 0 1 g
000 1
Tho < Apo

Th1 < Apo-Ao1

Th2 < Apo-Ao1-A12

Th3 « Apo-Ao1-A12-A23

kg « submatrix| Tpg,1,3,3,3

kq « submatrix| Tpy ,1,3,3,3

Ky « submatrix| T, 1,3,3,3

Po3 « submatrix| Tpa — Tpy,1,3,4,4
P13 « submatrix| Tpa — Tpq,1,3,4 .4

Po3 « submatrix| Tpa — Ty, 1,344

ko

k K
Oxpos‘l,l 1 1,1

1,1

K, k k
Je 0Xp032,1 11 22,1

B

k
31 231

B

K k
0% 9033‘1 1

ds EJ‘l.dp
S« s+ds

cos sy O sin sy sin| s1) -S3 + 6.5.10_2.005 S1

sinls; 0O -cos/s; -cos/sy -S3+ 6.5A1072Asin\ S1,

Th3 «
0o 1 0 554 4 sp
0o o0 0 1
X T
b3y 4
ye Tb32 4
Z«T
b33 4

chyba « /(xd - 02 + (yd —y)% 1 (zd — 2)°

i+l
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Pouziti programového vypoctu

Xo.= 0.516642 xd .= 0.550
Yo.= 0.870291 yd .= 0.975
2.5698878
00d yd zd) 1.106
Z =
Y65 1.1175369
2
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10.5 Vypocet chyby polohovani pro mechanismus se dvéma stupni volnosti

Vypis ptikladu s nazvem RR_deg.xmcd

Obr. 10-5 3D model a kinematické schéma vysetrovaného mechanismu

ORIGIN =1
Tabulka parametri (Denavit-Hartenberg) Rozméry ¢lanki
0 d a a 4 := 0.400
0 m=/2 0 0 /2
1 a1 0 I 0 l5 .= 0.300
2 a2 0 ) 0

Sestaveni transformacni matice Ap
0g = 90° dp=00  g3:=00  ag= 90°
cos| 6 -Sin|0g -coS|ag SN 0g -sinag  ay-Cos 0g
sin 6 cos{ 90) -cos[ ao) —cos( eo] -sin[ ao] ag-sin 6
) 0 sin a g cos| o) do
0 0 0 1

Zjednodusena matice Ab0

Ao =

S O » O
o » O O
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Zadani 1. zobecnéné soufadnice (natoceni)

qq = 60°
61 = ql dl = 0.0 al = Il aq = 0.0°
6, = 1.047

(cosi 0] —sin| 4] -coS| o] sin(ei} .sinfoq) a;-cos| 04 )

sin\:ei\ cosﬂelj.cosﬂalj _cos(ell-sin{al} al.sin\:ei\

Por = 0 sin{ oy cos[ oy dq
0 0 0 1
0.5 _0.866 0 0.2
0.866 05 0 0.346
Por =1 o 1 o0
0 o o0 1

Zjednodusena matice AO1

(cos qy -sinqgy O ly.cosiqy ) 0.5 -0.866 0 0.2
sin| qli cos ql‘:‘ 0 Il.sin{ ql) Ao - 0.866 0.5 0 0.346
1= 1 0 o 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
Zadani 2. zobecnéné soufadnice
0y = 300°
92 = q2 d2 -= 0.0 a2 = |2 o9 = 0.0°

(cos 05 —sin| 65| -coS| o sin( 05 sinfay  a.Cos| 0ol )
sin{ 92} cos| 62] .COS| az] _cos( 92] -sin{ az} az.sin{ 92}
A2 = o |

0 sm\ az\ cos[ az\ ds

0 0 0 1
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05 0.866 0 0.15
0866 05 0 _0.26
P2=1 0o 1

0

0 0

Zjednodusena matice A12

( cos| qz] -sinlgqy O I2.cos( dol ) 05 0866 0 0.15
singy  cos gy 0 ly.sindy A, _|-0866 05 0 -0.26
A2 = | | 12 o 0 1 o0
0 1 0
0 0 0
0 0 0 1
Celkova transformacni matice
Th2 = Apo-Ao1-A12
(001 0) Ccos| ql] —sin| qli 0 ly-cos g4 cosi dp -sin qz) 0 Iy.cos| qzj
1000 sin| q4| cos| ql) 0 Iq-sin ql] sin| qz] cos( dol O I2.sinf dol
T = . | 4 . | \
0100 0 o 1 0 0 o 1 0
0001 0 0 0 1 0 o 0 1
0 0 1 0
cos| g4/ -cos| gp| —sin| g4/ -sin gy —cos|q,| -sinl o - cos| gyl -sinjgq| 0 I1.cos|d;| +15-c0s|qq]-cos| gy —I5-sin[qgq| -sin g
Toa= cos| g4/ -sin| gyl +cos|gof -sin(gq|  €OS g4/ -cOS| gyl —sinigq/-sin(gy O Iq.sin(gq +ly.cos qq| -Sinl gyl +15-cos| gy -sin| g4
0 0 0 1
001 0
T 1 00 05
b2=10 1 0 0.346
00O 1

Vektor do zadané polohy koncového bodu

(0 )

0.346
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Vektor do obecné polohy koncového bodu

0.0
Pon ql»qzi - l1-cos| ql] + I2.cos( ql) .COS| qz) —lp-sin| ql] .sin( ao|
Il.sin( aq + I2.cos{q1} sin( gy + I2.cos( qzj sin ql)

Jednotkové vektory v Zadané poloze koncového bodu

0 0 1
|d = 1 Jd = 0 kd = 0
0 1 0

Jednotkové vektory v obecné poloze koncového bodu

0
i ql»qz} — cos| ql} .cos( dp - sin| qu .sin{ qZJ
cos| qy| -sin dy| + cos| dy -sin| dy|
0
jn( ql’qz} — —Cos| ql) .sin( qzj - cos( qzj -sin| ql]
cos( ql] .cos( qzj _sin| ql) .sin( qy)
1
kn( ql,q2j =10
0
Chyba polohy

| | | T \
deltaP | dq,dy = U Pbd —Pbn 91,92 | -/ Ppg - pbn( ql,qz)JJ

Chyba orientace
| ol | 2 (T ‘, 2 T, 2|
deftaO | qq,dy = L(Id inld1,92 —1) +(Jd ! d1,92 —1) +(kd kn A1, 9 —1)J

Chyba polohovani

E| ql,qzi = deltaP | qq,0, +de|ta0(q1,<12)

Zobrazeni chyby polohy ve 3D
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10.6 Vypocet kinematickych veli¢in pomoci Newton-Eulerovych rekurentnich
vztahu

Vypis piikladu s nazvem rtt_model_objekt.xmcd

Obr. 10-6 3D model a kinematické schéma vysSetrovaného mechanismu

Tabulka parametrit (Denavit-Hartenberg)

theta d a alfa
0 0 0] 0 0 lp:= 0.5
1 ql 0 0 0
2 0 g2 12 Pi/2 l> .= 0.065
3 0 g3 0 0

ORGIN:=1 t=0,002_ 0.2 rozsahcasu

Parametry pohybu pocatku LCS3 (na koncovy bod nastroje je nutna dalsi trans-
formacni matice)

zrychleni rychlost pocdtecni poloha
ay = —5.0 Vyo =0 %o := —0.065
ay = 5.0 Vyo = o) Yo:= 101
a; =50 Vo =0 Zo = 1.454
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Rovnice pohybu pocatku LCS3 - rovnomeérné zrychleny pohyb, trajektorii je vhodné resit po ¢as-
tech s pouZitim poc atecni polohy a rychlosti z koncovych hodnot predchoziho segmentu trajekto-
rie.

1

X(t) :=Xo+on-t+E.aX.t2
1

y(t) = yO+Vy0.t+E.ay.t2

1 2

1.15 T T
X(t) = y(t) = z(t) =
-0.065 1.01 1.454
-0.066 1.011 1.455
-0.069 1.014 1.458 1.1F —
-0.074 1.019 1.463
-0.081 1.026 1.47 y(t)
-0.09 1.035 1.479
-0.101 1.046 1.49 1.05F -
-0.114 1.059 1503
-0.129 1.074 1518
-0.146 1.091 1535 | |
016 - 1554 202 -0.15 -0.1 -0.05
X(t)
2 T T T
1.5k .
X(t) 1 PO P PR ]
yo
Z(t
® 0.5F .
0 — p—
_05 I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2
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Vychozi hodnota kloubovych proménnych odpovidajici vychozi poloze konc. bodu nutnd pro resic
inverzni ulohy (Given, Find).

Sl =T
S5 = 0.954

Transformacni matice mezi souradnymi systémy ve vychozi poloze

100 cos|sq -sinjs;f 0 O

010 sin'sy  cos/sy 0 0
M=o 011 fa=l 0 10

0001 0 0 01

10 0 I 100
A12::00_10 A23:010

01 0 sy 001 s3

00 0 1 000 1

Celkové transformacni matice

Tho = Ano
Th1:= Avo - Ao1
Th2 = Apo - Aot - A2

Th3:= Apo - Aot - A12 - Az

Pro sestaveni rovnic inverzni ulohy je celkova transformacni matice vyjadirena symbolickym vyndasobe-
nim jednotlivych matic.

100 0) (cosisy -sins§y 00) (10 0 I 100

0 1 00| |sinsy cosisy 00| |00 -1 0 010
Tba p—] . : :

0 01 |0 0 0 10 01 O So 0 01 S3

0001 0 0 01 00 0 1 0001
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cos/sy O sinsy sin[sy -sg+cossq -l
sinjs; 0 —cos|s) —cossq -S3+sin sy -l
0 1 0 So + |0
0 0 0 1

Tha.=

Inverzni uloha pomoci resent soustavy transcendentnich rovnic

Given
Sg-sin'sy +ly.cos sq = X
lp.sins) —sg.cosisq =y
Soy+lp=12

Q(x,Y,2) = Find| sq,sp, 53

a1(t) = Qx(V),y(),z(1)1,1
a2() == Q(x(1) ,y(),z(1)2,1
az(t) == Q(x(1),y(),z(1)3,1

Vypocet rychlosti a zrychleni jednotlivych kloubovych proménnych

o) = Lai()  dao® = Laa() daa() = Laa(t)
dt dt dt

d d d
ddqgq(t) .= —dqgq(t)  ddgp(t) := =dga(t) ddqs(t) := —dqga(t)
dt dt dt

q1(t)
9200 5t
q3(t)

0 0.05 0.1 0.15 0.2

B
|
[u=N

o O O

rychlosti

zrychleni

S B O O

o O +» O

~0.065 )
1.01
1.454
1
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IE Graphtool

File “iew Format

1 1
008 0075 010 0.125 0150 0175 0200 022
Tirme

gt
Q3

Selection status. ..

1.5 | | | IE Graphtool
File View Format
ERCHE=

dai(® 1 A
daa (1) Ll
das(t) | i |

0 | | |

0 0.05 0.1 0.15 0.2

t

0.050000 0075571 0107143 0.135714 01642586 019 03231429 02 50000

oyt
doy3

Selection status...
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I= Graphtool

Eile Wiew Format

ddqa(t)

ozl —
dda3s(t)

_5F -

0 0.05 0.1 0.15 0.2

i | i | 1 | 1
0075 0100 0125 015 0175 0300 0335 025
Time
ooy - dd
[= = T

Selection status...

Transformacni matice mezi souradnymi systémy

100 cos gy (t) -singi() 0 O
010 sinl gy (t)  cos/gy(t) 0 0
Ano = Ao1(t) = | |
000 1 0 0 01
10 0 I 100 O
00 -1 0 ® 010 O
202101 0 g 00 1 gyt
00 O 1 0 0O 1
100 0) (cosqyt) -sings(t) 0 O
0100 sin gqi(t))  cos qi(t)) O O
et | sinau(®)  cos ()
0001 0 0 01
cos qy(t) —sin/ qy() 0 O (-1 0 0 0 )
sinl gy () cos i) O O 0 0
T t) - ‘ : Tbl(o) =
o 0 0 11 1 05
0 0 01 0 1
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1000 cos gi(t) -sin/gy(t) 0 O 10 0 I
0100 sinq(t)) cosigi(t)) O O |0 O -1 O
Too(t) 1 91(Y)| qy(D)]
001l 0 0 1 0] |01 0 axt
0 001 0 0 01 00 O 1
cos gy(t) O sin gi(t) cos qgi(t) -Ip 1 0 0 -0.065
. | Il _ | \ . | | ‘I O 1 O
Tun(0) sinfqy(t) 0 —cos qy(t) sini i) - 1o Tea(0) = o e
0 1 0 d2(t) +lo '
00 1
0 0 0 1
100 0) (cosayt) -singi®) 0 0) (10 0 100 0
r | OO0 s cosay® 00|00 1 0 010 0
b3\l = ‘ ‘ ‘
0 01 |0 0 0 10 01 O q2(t) 0 01 Q3(t)
0001 0 0 01 00 0 1 000 1
cos qi(t) O sinigy(t)  sin gy(t) - az(t) +cos| ay(t) -Ip
sin gy (t) 0 —cos|gz(t) —cos| gy (t)| - as(t) +sin| ar (V) - I
| ST | | ®o
0 1 0 d2(t) +lo
0 0 0 1
1 0 0 -0.065 )
Te3(0) 01 101
b3t = 1 0 1454
00 1
Kontrola spravnosti sestaveni transformacnich matic s priitbehem koncového bodu (poc¢. LCS3)
Toald, ,= X0 - Toad, , = YO0 - Toall , - 200 -
-0.065 1.01 1.454
-0.065 1.01 1.454
-0.066 1.011 1.455
-0.066 1.011 1.455
-0.069 1.014 1.458
-0.069 1.014 1.458
-0.074 1.019 1.463
-0.074 1.019 1.463
-0.081 1.026 147
-0.081 1.026 147
-0.09 1.035 1479
-0.09 1.035 1.479
-0.101 1.046 149
-0.101 1.046 149
-0.114 1.059 1.503
-0.114 1.059 1.503
-0.129 1.074 1518
-0.129 1.074 1518
-0.146 1.091 1.535
-0.146 1.091 1.535
-0.165 111 1554
-0.165 111 1554
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Vypocet dalsich kinematickych velicin
vektory na osdach z

ko(t) := submatrix| Tpp,1,3,3,3

0 0
Ko() = | 0 ko(0) =| ©
1 1

ko(t) := submatrix| Tpp(t),1,3,3,3
sin g (b),
Ka(t) == | —cos| gy (1)
0
0
ko(0) =| 1
0

Submatice rotace

Rpo := submatrix| Tpg,1,3,1,3
Rpa(t) = submatrix| Tpa(t),1,3,1,3
Rpa(t) = submatrix| Tpp(t),1,3,1,3

Rpa(t) := submatrix| Tpa(t),1,3,1,3

Vzdjemna (relativni) uhlova rychlost

0
wo(t) =0 001(t) = Ko(t) - daa (t)
0
01(t) = 0o(t) + wo1(t) (v zdkl. ss.)
02(t) = 01() + 012(t) (v zdkl. ss.)

03(1) = 02(t) + w23(t) (v zakl. ss.)

ka(t) .= submatrix| Tpa(t),1,3,3,3

0

0
ky(® = | 0 ki(0) = | 0
1 1

ka(t) .= submatrix| Tpa(t),1,3,3,3

sin| gy (t)|
ka(t) == | —cos| qy(t)|
0
0
ka(0) = | 1
0

0 0
w12(t) = {OJ o23(t) = {OJ
0 0




vektory mezi pocatky ss

Poa(t) := Rpo - submatrix| Agy (t),1,3,4,4

(0)

Po1(0) = LOJ
0

P12(t) := Rpa(t) - submatrix| Ajx(t),1,3,4 4

~0.065
P12(0) = 0
0.954

P23(t) = Rp(t) - submatrix| Axz(t) 1,3 .4 4

0
p23(0) =| 1.01
0

Poat) := submatrix| Tpy(t) - Tpo,1,3,4,4

v zakl. ss.

JAOES Po1(0) =

o O O

Paz(t) = submatrix| Tpo(t) — Tpa(t),1,3,4,4

cos qy(t)| - 0.065

Pia(t) = | sin ql(t))‘ .0.065
a2(t)

v zakl. ss.

P23(t) = submatrix| Tpa(t) — Tpp(t),1,3,4,4

sin ga(t) - gz(®)
P23 = | —cos qy () - as(t) v zdkl. ss.
0

Vektor do koncovéeho bodu

poa(t) = submatrix| Tpg(t) — Tpo,1,3,4,4

P12(0) =

P23(0) =

—-0.065
0
0.954

0
1.01
0
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Rychlost ¢ lanku 0 - podstavce

Vo(t) =

o O O

Vzdjemné rychlosti - rucné zjednodusené

0
vor() = | 0 Vi2(t) == kq () - dax(t) Vos(t) = ko(t) - dgz(t)
0
0) 0 -0.013
vo1(0.1) =1 0 vi(0.1) =| O Vo3(0.1) = | 0.542
0 0.5 0

Vzdjemné rychlosti univerzalni obecny tvar - vystupuje zde parcialni derivace vektoru p podle kloubové
promeénné q - pomoci diferencialnich operatorii

(0 21 0 0) 0 0
1 0 00 0 0
0 00O 0 1
0 00O 0 0

You(D) := submatrix| Ang - Dy - Ap1 (1) ,1,3,4,4 - dqy (D)

0
v01(0. 1) =10
0

V12(t) = submatrix| Agg - Agy (1) - Dy - Agp(t) | 1,3,4,4 . day(t)

0
V12(0. l) =/ 0
0.5

V23(t) = submatrix| Agg - Agy (1) - Ar2(t) - Dy - Agg(t) ,1,3,4,4 . dg(t)

-0.013
V23(O. 1) = 0.542
0

Vaa(t) == Rpp(t) - submatrix| Dy . Apz(t),1,3,4,4 . dgs(t)
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Alternativné nejprve derivace vektoru p23 v lokdlnim souradném systému, vysledkem je vektor

rychlosti v lokalnim ss., ten se vyjadri v zdkladnim ss. jen nasobenim submatici rotace.

V23(0. 1) =

-0.013
0.542
0

Vypocet translacnich rychlosti pocatkii lokdlnich ss. - v§e vyjadieno v souradnicich zakladniho ss.

vi(t)

va(t)

v3(t) =

Vo(t) + Vo1(t) + 0o(t) x Po1(t)
v1(1) +Vi2(t) + 01(t) x P12(1)

Va(t) + vo3(t) + 02(t) x p23(t)

Kontrola integract rychlosti koncového bodu (poc. LCS3)

t
Xo+ | va(t), . dt
1.1 X(t) =

0
-0.065

-0.065
-0.066

-0.066
-0.069

~0.069
-0.074

0.074
-0.081

-0.081
0.0

-0.09
-0.101

-0.101
-0.114

0.114
-0.129

-0.129
-0.146

20.146
-0.165

-0.165

t

Yo+ | va(t), . dt
2.1

0 y(t) =
To1 101
1011 1o11
Tom 1014
1019 1019
To% 1026
1035 1035
Tod 1046
To5o 1059
To7a 1074
Too1 1001
i1 111

-0.05

0.1
x(t)
~0.15
0.2
1.15
1.1
y(t)

1.05
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t
29 +J v3(t)3 1 dt z(t) =
0

1454
T2 1.455 16 T T |
1255 1.458
1458 1463
1.463 147 1557

a7 1479 z(t)
1479 149 1.5F =
175 1,503
1503 1518
1518 1535 1.45 | | !
153 1.554 0 0.05 0.1 0.15
1554 t
Vypocet relativnich uhlovych zrychleni ¢lanku
0 0 0
eo(t) =] 0 e01(t) := ko(t) - ddqgy (1) e2() =] 0 gp3(t) =10
0 0 0
e1(D) = e0(t) +£01(t) +wo(f) x w0a(H)

e2(1) == e1(1) +e12(1) + 02(H) x ©12(1)

e3(t) == e2(1) +e23(1) + w2(t) x w23(1)

Vypocet relativnich translacnich zrychleni pocatkii lokalnich souradnych systémii

0
translacni zrychleni pocatku lokalniho ss. podstavce
0
a1 (1) = 01(t) x Por(V) + o1 (V) x| ©01(t) x Por (V)| Pro rotacni
0
apo(t) = kq(t) - ddgo(t) ajo(t) = 0 translacni
dda(t)
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sin gy () - ddas(t)
ags(t) == ko(t) - ddas(t) ag(t) = | —cos| qy(t) - ddas(t) translacni
0

Vypocet translacnich zrychleni pocatkii lokdlnich souradnych systémii

a1 (t) == ag(t) +ag1(t) +eo(t) x Por(t) +2 - wo() x Vor (1) +wo®) x| wo(t) x Por(t)
ap(t) = ay(t) +aga(t) +e1(t) x P12(t) +2 - 01(t) x Vi2(t)] + 01(t) x| ©1(t) x P12(1)

ag(t) = ap(t) + aza(t) +e2(t) x P23(t) +2 - | 02(t) x V2z() +w2(t) x| 02(t) x P23(1)

Kontrola zrychleni - odpovida zadani ax, ay a az - definice pohybu konového bodu na zacat-
ku vypoctu

(-5 t 613(01’1 613(02’1 6\3(03’1
az(0) =| 5 0 -5 5 5
L 5 0.02 5 5 5
0.04 -5 5 5
0.06 5 5 5
0.08 -5 5 5
01 5 5 5
012 -5 5 5
0.14 5 5 5
0.16 5 5 5
0.18 5 5 5
0.2 5 5 5

Tento wukon kontroly je velmi diilezity, pohyb koncového bodu byl Fesenim inverzni ulohy rozlozen
do jednotlivych kloubii, byly vypocteny priibéhy rychlosti a zrychleni (translacni i rotacni) a ve
zrychleni a3 se vSechny veliciny skladaji. Pokud tato velicina je shodna se zadanim, je jistota
Spravnosti vypoctu az po toto misto reseni.

Poloha tezist clankit mechanismu zjisténa analyzou 3D modelu v Pro/E

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS1 coordinate frame:
X Y Z -4.0325987e-02 -1.8024766e-06 7.3574162e-01 M

X1, = —4.0325087 .10 2

_1.8024766 .10~ °

Yi11:

211 = 7.3574162 .10 *
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CENTER OF GRAVITY with respect to LCS2 coordinate frame:
X Y Z -7.2368752e-02 0.0000000e+00 -4.7439674e-02 M

Xipo = _7.2368752 .10 2

Yio2 = 0.0000000
Ztop = _4.7439674 .10 2

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS3 coordinate frame:
X Y Z 25740416e-03 0.0000000e+00 -3.7039760e-01 M
X33 = 2.5740416 .10~ °

Yia3 = 0.0000000000
2133 = ~3.7039760 .10 T

Xt11 Xt22 X33
vektory do tezisté v lokdlnich ss Pt11:=| Yt11 P22 = | Y22 P33 := | Y133

Zn1 Zt22 233
je nutno prepocitat do zdkladniho ss Pi1b(t) := Rpa(t) - P11

Prop(t) := Rp2(1) - Pro:

Pt3p(t) := Rpa(t) - Pia:

( Xt11 \ ool
P . 1.802 x 10~ °
= 802 «
" Zu1 Prp(t) = Tpa(t) - Pua P1p(0) = .
. 1
22 7.369 x 10~ °
Yi22 _ ‘ i 0.047
P2 = Piob(t) = Tpa(t) - Pz Pob(0) =
422 1.454
1 1
X33 (_0.068 )
P33 := 3b(t) := Tp3(t) - Praz Pi3p(0.0) = oy
433
1
1
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Vypocet rychlosti a zrychleni téZist - vse v zdkladnim ss

Vir (1) = V() + 0 1(t) x Pr1p(t)

VtZ(t) = V2(t) + Cl)2(1:) X pt2b(t) _0.326
Vig(t) = v3(t) + 03(t) x Pap(t) viz3(0.1) =| 0.503
0.5

an (1) = ag(t) +e1(t) x Prp(t) + 01() x| ©1(H) x Pap®)]

ap(t) = ax(t) +e2(t) x Pp(t) +02(t) x| 02(t) x Pru(t)
| (-3.166 )
a3(t) := ag(t) +23(t) x Pap() + 03(t) x| 03(t) x Pap(t)] a(0.0) = | 4.987

5

Ovéreni vypoctu rychlosti koncového bodu pomoci Jakobiho matice Kontrola s Pro/E OK

ko() x pog(® , , Ka(), , ka(®), ,

-101 0 O
3p(0) = | Ko(® x Poa(®) , | ka(t), | ka(D), . 3,(0) =| ~0.065 0 1
Kol Poa(®l | Ka | kel 0 10
dag () -0.5 05
dw (t) = Jp(t) .| dga(t) dw(0.1) =| 0.5 v3(0.1) =| 0.5
dgs(t) 0.5 0.5

Newton-Eulerovy vztahy - vypocet silového piisobeni
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MASS = 4.8824683e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS1 coordinate frame:
X Y Z -4.0325987e-02 -1.8024766e-06 7.3574162e-01 M

INERTIA with respect to LCS1 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)
INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 4.6443693e+01 -7.9670815e-06 2.0478701e+00

lyx lyy lyz -7.9670815e-06 4.7356949e+01 1.4573962e-04

Izx lzy Izz 2.0478701e+00 1.4573962e-04 1.4139746e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS1 coordinate frame: (KILOGRAM *
M"2)

INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 2.0014124e+01 -4.4181788e-06 5.9926583e-01

lyx lyy lyz -4.4181788e-06 2.0847982e+01 8.0990420e-05
12X 1zy 12z 5.9926583e-01 8.0990420e-05 1.3345766e+00

Vv

Clanek ROTI - matice setrvacnosti k téZisti, vyjadieno (orientace) podle LCS1

m; = 48.8246830000

Iyt = 2.0014124 . 107
g1t = 44181788 .10 ° Jy1p:= 2.0847982 . 10"

Jy1t = 5.9926583 . 1071 Jyzat = 8.0990420 . 107 ° Jz1t = 1.3345766

Jat w1t It
i1 = | Iyat Jyrt —Jyzae

—Jxz1t —Jyzlt Jzt

(" 20014 4.418 « 10~ © _0.599
Ji1 =1 4.418 x 10~ ° 20.848 8.099 x 107 °
_0.599  _8.099 x 10”° 1.335

Matice setrvacnosti prepoctena do zakladniho ss GCS

20014  4418x10°% 0599
.
J1(t) = Rpa () - J11 - Rpa (1) J1(0) = | 4418 x10°% 20848 80994107 °

0.599 8.099 « 107° 1.335
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TRANZ2
MASS = 4.2894906e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS2 coordinate frame:
X Y Z -7.2368752e-02 0.0000000e+00 -4.7439674e-02 M

INERTIA with respect to LCS2 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)
INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 1.0344896e+00 0.0000000e+00 -1.2186605e-01

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 1.7935719e+00 0.0000000e+00

Izx Izy 12z -1.2186605e-01 0.0000000e+00 1.4614205e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS2 coordinate frame: (KILOGRAM *
M"2)

INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 9.3795366e-01 0.0000000e+00 2.5398594e-02

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 1.4723852e+00 0.0000000e+00
1zx 1zy 12z 2.5398594e-02 0.0000000e+00 1.2367697e+00

vvev

M, — 4.2894906 . 10°

Jyot = 9.3795366 . 10 1

Jyya2t := 0.0000000 Jyot = 14723852
Jyot == 25398594 .10~ 2 Jyz21 = 0.0000000 It = 1.2367697
ot Iy —dwat 0938 0 -0.025
Jop = | w2t Jyar —Jyza J22 = 0 1472 0

xSy I 0025 0  1.237

Matice setrvacnosti prepoctend do zakladniho GCS
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0.938 0025 0
Jo(t) = Rpa(t) - Joz - Rpp(t)" J,(0) = | 0.025 1237 0
0 0 1472

TRAN3
MASS = 5.9261161e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS3 coordinate frame:
X Y Z 25740416e-03 0.0000000e+00 -3.7039760e-01 M

INERTIA with respect to LCS3 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)

INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 3.3435680e+01 0.0000000e+00 1.9296398e-01

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 3.4142950e+01 0.0000000e+00

Izx Izy 1zz 1.9296398e-01 0.0000000e+00 1.0075258e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS3 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)
INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 2.5305381e+01 0.0000000e+00 1.3646327e-01

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 2.6012259e+01 0.0000000e+00
Izx Izy I1zz 1.3646327e-01 0.0000000e+00 1.0071331e+00

vvev

Mg = 5.9261161 . 10~

Jyat = 2.5305381 . 107

Jyyat == 0.0000000 Jyar:= 2.6012259 . 10°
ozt = 1.3646327 . 1071 Jyzat == 0.0000000 = 1.0071331
Jar “dyat —deat 25305 0  _0.136
Jaz = | “dny3t  Jyat  —Jyzat Jz=| 0 26012 O

ey g 0136 0 1007
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Matice setrvacnosti prepoctena do zdkladniho GCS

25305 0.136 0
J3(t) = Rps(t) - Ja3 - Rua(®)" J3(0) =| 0136 1.007 0
0 0 26.012

Rovnovaha sil a momentii pro jednotlivé clanky - rekurentni vzorce

mechanismus s odpojenymi (uvniti- nepohyblivymi) vnitinimi prevody - vystupuji tam jen jako hmot-
nost, nejsou zahrnuty jejich redukované momenty setrvacnosti
pri roztdceni!!!

Stly a momenty na koncovy bod v zdkl. ss

(0) (0)

fa() = LOJ na(t) = {OJ
0 0

0 0
g 980665 G:=| 0 G=| 0
g -9.807

Rovnovdaha sil - tieti ¢lanek
187.641

f3(t) =mg.G-mg. at3(t) + f4(t) f3(0) = | —295.551
—877.459
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500 ! . .
O — —
30, 4
3, 4
f3(05 4
— 500} s
~1x10° ' ! !
0 0.05 0.1 0.15
t

400.00
20000
0.00

o -200.00
= -400.00
600,00
-E00.00

-1000.00
1
008 0075

ProfE Graph

0100 0425 0.150
Time

0175 0200 0235 0.

2

L

0

Selection status..

Moment tecnych a odstredivych sil vyjadreny v zakl. ss.

Na(t) := [ J3(D) - e3(t) + 03(t) x| I3(1) - 03(t) _

Rovnovdha momentu k tézisti 3. clanku v zakl. ss.
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(-561.225 )

Ng(t) == Na(t) +N3(t) +| p23(t) + Peap(t)] x f3(t) — Pran(t) x fa(t) nz(0) =| -2.259
_248.029
100 T T T
0 L —
—100 =

n3(t); ,—200F -

....................
.............................

n3(t), 4 300 |

0.05 0.1 0.15 0.2

I= Graphtool

File View Format

100.00
0.00
-100.00
-200.00

in -300.00

= 40000

-500.00
-600.00

-700.00

| ] 1} 1 ] | | 1
005 0075 0400 0425 0150 0475 0200 0235 02180
Tirme

Selection status. .
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Rovnovdha sil - druhy Elanek

177.568
fo(t) .= mp . G —mp - ap(t) + f3(t) f,(0) =| —297.115
_1.513 x 10°
T T T
O_
f2(t); 4
M, , 0T
205 4
_1x10%F
—1.5><103"‘-------------; -------------- e e -
0 0.05 0.1 0.15

File Wiew Format

400.00
200.00
0.00
-200.00
-400.00
-rx -E00.00
= .0.00
-1000.00
-1200.00
-1400.00
-1600.00
0050 lj,ﬂ.."'ﬁ 15 100 ;j 125 lﬁ 150 5_1 75 1‘12133 leL'S !j 250
Tirre
tanl_Fx

tran?_Fy
tand Fr

Selection status. .

Moment tecnych a odstredivych sil vici zakl. ss.
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Na(t) := J2(t) - e2(t) + w2(t) x| J2(8) - 02(t) N2(0) =| ©
7.289

Vv

| | _247.647
N2(t) := N3(t) — Na(t) +| p12(t) + Pran(t) x f2(t) — Pran(t) x f3(1) n(0) — | 114.786

—236.596

200 T T T

100 I

-200 B

.............
.........
..............
.................

—-300
0

IE Graphtool

File Wiew Format

200.00

i
5
n
m
&

005 0075 01400 0125 0150 0475 0200 0225

Selection status... I
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Rovnovdha sil - prvni ¢lanek

177.568
fl(t) =m.-G-_mp. atl(t) + fz(t) fl(o) — -306.862
~1.991 x 10°
T T T
O_ —
10 4
10, 4 1103 |
103
- — — — — — — —
| | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2

550.00

-500.00

- -1000.00
-1530.00
-2000.00
-2500.00

0OW 0075 0100 0425 04 0175 0200 0225 0230
Tirme

ot1_Fx

Selection status...
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Moment tecnych a odstredivych sil viici zakl. ss.

200

100

m®; ;1 oF

-200

—-300
0

2.967
Ni(D) = J1(0 - £1(8) + 01(8) x| J2(1) - 01(1) N1(0) = | 4.009 « 10~ %
6.607
| L _243.443
n1(t) == n2(t) — N1(t) +| Por(t) + Pran(t) x f1() — Pran(t) x f2(t) 1(0) 134.004
l = .
| | | —243.596
| | |
0.05 0.1 0.15 0.2
t

400.00

300.00

200.00

100.00

0.00

= o000

-200,00

-300.00

=400.00

00 0075 0400 0135 0450 0175 0200 0235 028
Tirme

Selection status...
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Zobecnéné sily Newton-Euler

t1ne(t) == ko(D) - —n1 ()
t2ne() == k() - f2(1)

3ne(t) = ka(t) - f3(1)

2x 103 T T T

15,103k -+ s

T1ne(t)

TZHE(t) l><103_

500

= Graphtool

File ¥ew Format

& HERQ =

1600.00
400,00
1200.00

1000.00

200,00
0.00
-200.00
40000
005 0075 0100 025 0150 0175 0200 llj..?.?s
Time

Bul - tu?
U3

Selection status. .

0.2
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T 1ne(t) = T2ne(t) = TSne(t) =

243.596 1.513-103 295.551
243.12 1.513-103 296.063
241.71 1.513-103 297.582

239.418 1.513-103 300.063

236.333 1.513-103 303.43

232.571 1.513-103 307.583

228.277 1.513-103 312.402

223.617 1.513-103 317.757
218.77 1.513-103 323.506

213.922 1.513-103 329.509

209.258 1.513-103 335.633

Zahrnuti vlivu vnitrnich prevodit a rozvodii na dynamiku mechanismu (redukované momenty a
hmotnosti)

Jp1 := 5.8702800000 Zahrnuti vlivu momentu setrvacnosti rotoru motoru, prevodovky a
vaitrnich krouzkit velkych loZisek

Jp21 := 1.4780800 Zahrnuti vlivu zrychleni vnitinich prevodit TRAN2 na zobeCnénou silu
taul

Mp12 = Jp21 Zahrnuti viivu zrychleni ROTI na vnitini prevody TRAN2

Mp2 := 123.09124685 Zahrnuti zvySeni redukované hmotnosti clanku TRAN2 vlivem zrychleni

rotoru MOT?2 a jeho prevodovky a pohybového sroubu

51.5751826083 Zahrnuti zvySeni redukované hmotnosti vlivem zrychleni rotoru mo-
toru MOT3, ozubeného kola a matice pohybového Sroubu (Femen
neuvazovan)

mp3 :

Pozn. - Nejsou uvaz ovany gyroskopické efekty

T 1nep(t) = t1ne(t) + Jp1 - ddqa(t) — Mp12 - ddgo(t)

Zobecneneé sily s uvazovanim vnitrnich prevodii

©2nep(t) = t2ne(t) + Mp2 - ddga(t) — Ippy - ddqgq(t)

3nep(t) := t3ne(t) + Mp3 - ddgg(t)
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Tlnep(t) = TZnep(t) = T3nep(t) =

265.267 2.121-103 570.023
264.613 2.121-103 571.197
262.673 2.121-103 574.683
259.511 2.121-103 580.373
255.235 2.121°103 588.092
249.989 2.122:103 597.608
243.949 2.122:103 608.643
237.322 2.123-103 620.886

230.33 2.123-103 634.007
223.209 2.124-103 647.673

216.19 2.124'103 661.561

Pro porovnani zobecnéné sily bez zahrnuti pohybu vnitinich prevodii

t1ne(t) = t2ne(t) = t3ne(t) =

243.596 1.513-103 295.551

243.12 1.513-103 296.063

241.71 1.513-103 297.582
239.418 1.513-103 300.063
236.333 1.513-103 303.43
232571 1.513-103 307.583
228.277 1.513'103 312.402
223.617 1.513103 317.757

218.77 1.513103 323.506
213.922 1.513'103 329.509
209.258 1.513103 335.633

Z porovnani vyplhyva, Ze zobecnéné sily s uvazovanim vnitrnich prevodii jsou vyrazné vyssi (u treti osy

temer dvojnasobek), neni mozno redukované momenty vnitrnich prevodit zanedbat!!!

2.5x 103 T T T

2.103F -

Tnep(t) 1.5¢10°

T2nep(t)
©3nep(t)

1x10°

500~ 1

Zobecnene sily z uplného modelu v ProE vietné vnitinich prevodii
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I= Graphtool

File View Format

i@ ® O H

Pro/E Graph

250.00
200000
1520.00

o 1000.00
500.00
0.00
-500.00

-1000.00
1 I
Q.08 0075 0700 0125 Q1% 0175 0200 0235 025K
Tirme
Ul - aul
tul

Selection status...

Ddale vypocet pokracuje vajadrenim lagrangeovych pohybovych rovnic. Operace s maticemi vedou k tak
rozsahlym vyraziim, Ze jejich vypis primo v textu vyukové opory byl znacné neprehledny. Postup vypoctu
je nutno nastudovat primo ze souboru MathCadu nebo vypisu souboru v html formatu.
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10.7 Vypocet zobecnénych sil pomoci Lagrangeovy pohybové rovnice
vV maticovém tvaru

Vypis ptikladu s nazvem RTT_Lagr_maticove.xmcd

Obr. 10-7 3D model a kinematické schéma vysetrovaného mechanismu

Tabulka parametrii (Denavit-Hartenberg)

theta d a alfa
0 0 10 0 0 lo = 0.5
1 ql 0 0 0
2 0 q2 12 Pi/2 l> = 0.065
3 0 93 0 0

ORIGIN =1 t=0,002.02 rozsah casu

Parametry pohybu pocatku LCS3 (na koncovy bod nastroje je nutnd dalsi transformacni matice)

zrychleni rychlost poc. poloha
ay = -5.0 Vyo =0 Xg = —0.065
ay =5.0 Vyo =0 Yo = 1.01
a,=>5.0 V=0 Zg=1.454
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Rovnice pohybu pocatku LCS3 - rovnomerné zrychleny pohyb, trajektorii je vhodné resit po castech s

pouZzitim pocdtecni polohy a rychlosti z koncovych hodnot predchoziho segmentu trajektorie.

x(t)
Yo
z(t)

Vychozi hodnota kloubovych proménnych odpovidajici vychozi poloze koncového bodu nutna pro

1
X(t) ::x0+vxo-t+§-ax-t

1
y(t) = yo+vy0-t+5-ay-t

1
z(t) ::zo+vzo-t+5-az~t

2

2

2

resic¢ inverzni ulohy (Given, Find).

S1 =1
sy == 0.954
s3 = 1.01

X(t) = y(t) =
-0.065 1.01
-0.066 1.011
-0.069 1.014
-0.074 1.019
-0.081 1.026
-0.09 1.035
-0.101 1.046
-0.114 1.059
-0.129 1.074
-0.146 1.091
-0.165 1.11
2 T T T
15F .
05F .
O - -
05 1 1 1
~0 0.05 0.1 0.15

z(t) =

1.454

1.455

1.458

1.463

1.47

1.479

1.49

1.503

1.518

1535

1.554

1.15

1.1f

y(t)

1.05F

1
-0.2

-0.15

X (1)

-01

-0.05
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Transformacni matice mezi souradnymi systémy ve vychozi poloze.

100 cos's; -sins; 0 O
Ang 010 hoy sin's; cosis; 0 O

00 1 I 0 . 1o

0001 0 o o1

10 0 I 100 0
A12:00—10 A23:01

01 0 s2 0 01 s3

00 0 1 000 1

Celkové transformacni matice
Tho = Apo
Tb1 = Ao - Aoz
Th2 = Apo - Ao1 - A12
Tb3 = Apo - Ao1 - A12 - Ag3

Pro sestaveni rovnic inverzni ulohy je celkova transformacni matice vyjadiena symbolickym vynaso-
benim jednotlivych matic.

1000 cos 31:‘ -sin 31:‘ 00 10 0 I 100
0100 sinls; cos's; 0 O 00-10 0100
WA= 0 01| o o 10|]01 0 s||001ss
0001 0 0 01 00 0 1 000 1
cos 31:‘ 0 sin'sp sin\: S1 -53+cos\: 51: -lp -1 0 0 -0.065
Toae sinfsy O —cosﬂ 51: —cosﬂ S1 - S3 + Sin| 31:‘ -l Tos - 0 01 1m
0 1 0 sy + g 0 1 0 1.454
0 0 0 1 0 0O 1
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Inverzni uloha pomocit FeSeni soustavy transcendentnich rovnic
Given

S3 - sin\: Sq1 +1o- cos\: S1

Il
>

> - sin\: 31: —S3-CO0S 31:\

Il
<«

So+lg=2

Q(x,y,2) = Find s1,52,53

q1(0) = QX().¥().2()), ,
G2(0) = QX().¥().2(1),
G3(t) = QUx(V.y(0)..2(D)

Vypocet rychlosti a zrychleni jednotlivych kloubovych proménnych

d d d :
dgy (1) = —qa() dgz(t) = —02(1) dgz(t) = —qs3() rychlosti
dt dt dt

d d d ,
ddar(9) = Sday(  ddap() =Sdap()  ddas() = Sdag(y  zrvehlent

qy(t)
az (t) 2+ -
q3(t)
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daq (1)

daz (1)

daz(t)

IE Graphtool

File Yiew Format

HEK Q| H

0050 0.100

gl
q3

0.125

0.150

0.175
Tirme

0.200

Selection status. ..

15 . . .
1t i .
051 i
0 "‘I | |
0 0.05 Ot.l 0.15
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= Graphtool

File View Format

Graph

0.050000 Q.075571 0.107143 0135714 0. 1642 86 0192557 0221429 0.2 50000
Time
ooyl T oig?
doy3

Selection status...,

T T T
5".'.".'.'.".'.' ............................ _
dday (1)
ddap(t) | |
ddag (1)
—5F —
| | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2
t
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I= Graphtool

File Wiew Format

wn 000

200
<400
500

-G00
1 '
00K 0075 0100 01258 018 017 0200
Tirme
ooyl
3

Selection status...

Transformacni matice mezi souradnymi systémy

10 0 cos q1(t) -sin qi(t) 0 0
010 sin gy(t) cos gi(t) O O

Apg = Ao1(t) = | | |
0011 0 0 10
000 1 0 0 01
1 0 O l> 1 00 0
00 -1 0 010 0

A1a() = A23(t) =

12(1) 01 0 gt 0 0 1 g3(b)
00 O 1 000 !
100 cos gi(t) —-singi(t) 0 O
010 sin qy(t)  cos qi() 0 O

Tha(t) = '
001l 0 0 10
0001 0 0 01
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Toa(0) =

Toa 0 -

Toa ) -

Tp2(0) =

Tp3(h) =

Tha(t =

Tp3(0) =

cos q1(t) —sin\:ql(t): 00 -1 0 0
sin gy (t) cos gi(t) 0O O 0 -1 0
g1(1), qa (1), Tp1(0) = 0 0 10
0 0 1 1o 5
0 0 01 0 0 0 1
1000 cos| ql(t):\ -sin ql(t): 00 100 I
0100 sin gy(t) cosgi(t) 00| |00 -1 O
001l 0 0 10[[01 0 gz
0001 0 0 01 000 1
cos| ql(t):\ 0 sin| ql(t):\ cos| ql(t):\ -l
sinfgq(t)) O —cosﬂql(t) sinf qr (Ol -1
0 1 0 gz2(t) +1g
0 0 0 1
-1 0 0 -0.065
001 O
0 1 0 1.454
0 00 1
100 0) (cosay(t)y -singy(t)y 00) (10 0 100 0
0100 singy(t) cosqgi(t) 00| |00 -1 0O 010 0
001l 0 0 10 01 0 oz(f) 0 0 1 gs(t)
0001 0 0 01 00 0 1 000 1
cos gi(t) O singy(t)  sin gy(t) -qs(t) +cos qi(t) -l
sin q1(t) 0 —cos qi(t) -cos gz (t) - qa(t) +sin qa(t) - Iz
0 1 0 ga(t) + g
0 0 0 1
-1 0 0 -0.065
01 1.01
1 0 1.454
00 1
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Kontrola spravnosti sestaveni transformacnich matic s pritbéhem koncového bodu (poc¢. LCS3)

Toa(®), ,= X = Toa(), , y() = Toa(t), , 2(t) =
-0.065 0065 1.01 Lol 1.454 1454
-0.066 0.066 1.011 1011 1.455 1455
-0.069 0069 1.014 1014 1.458 1458
-0.074 0074 1.019 1019 1.463 1463
0081 -0.081 To76 1.026 147 1.47

-0.09 0.09 1.035 1035 1.479 1479
o101 -0.101 Toae 1.046 149 1.49
-0.114 0.114 1.059 1059 1.503 1.508
-0.129 0.129 1.074 1074 1.518 1518
-0.146 0.146 1.091 1091 1.535 1535
-0.165 [ 0165] 1.11 [ 1] 1.554 | 1-554]

Lagrangeova pohybova rovnice - maticovy vypocet

" i "

Zi”‘[” UL G+ ZiZz;-[U“..H,. Ul 414, - im, G U, (p; )f_ =z,

!
i=j k=l i=j k=1 1= i

Totalni diferencialy transformacnich matic podle ¢asu pomoci diferencidlnich operatorii

0-100 00O0O
o 1 (O0] o 00O00O
Pro rotacni kloub D, = Pro translac¢ ni kloub Dt =
0 00 0001
0 00 0000
Cldnek ROTI
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ROT1
MASS = 4.8824683e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS1 coordinate frame:
X Y Z -4.0325987e-02-1.8024766e-06 7.3574162e-01 M

INERTIA with respect to LCS1 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)

INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 4.6443693e+01 -7.9670815e-06 2.0478701e+00
lyx lyy lyz -7.9670815e-06 4.7356949e+01 1.4573962e-04
Izx lzy 1zz 2.0478701e+00 1.4573962e-04 1.4139746e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS1 coordinate frame:
(KILOGRAM * M”2)

INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 2.0014124e+01 -4.4181788e-06 5.9926583e-01
lyx lyy lyz -4.4181788e-06 2.0847982e+01 8.0990420e-05
1zx 1zy 12z 5.9926583e-01 8.0990420e-05 1.3345766e+00

Pozor - pro Lagrangeovu pohybovou rovnici se pouZije matice setrvacnosti k lokdlnimu souiadnému sys-
tému (ta prvni v poradi), pro Newton-Eulerovy vitahy byla predtim pouZita matice setrvacnosti k téZisti
(druha matice)!!!

Clanek 1
momenty k lokalnimu ss

my = 4.8824683 - 10"
2

%11 = —4.0325987 - 10~

Vi1 = —1.8024766 - 10" ©

21 = 7.3574162 - 10

3 = 4.6443603 - 10°

6

Jxy1 = —7.9670815 - 10 Jy1 = 4.7356949 - 1O:l

J1 = 2.0478701 Jyz1 = 1.4573962 - 104 Jy1 = 1.4139746
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Prepocet momentii setrvacnosti k osam na momenty setrvacnosti k rovinam

d1+dz1 - da
Jf = —————
2
_datda-dn
1= >
Ia+dy1-dza
Iz1 = - 5

Xt11
Yi11

Z11

Homogenni matice setrvacnosti

Jyy1
Jyzl

b1 M1-X%a11
dyz1 M1-yu1

Jz1 M-z

My - %11 M1-Ya1 M1- 71 mq

Clanek TRAN?

1.164

~7.967 x 10

2.048

-1.969

6

6

7.967 x 10 2.048 ~1.969
0.25 1.457 x10° % ~8.801 x 10”

1457104 46.193 35.922

8.801x10 ° 35922 48.825

-1.802 x 10

5

-0.04

0.736
1

6
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TRAN2
MASS = 4.2894906e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS2 coordinate frame:
X Y Z -7.2368752e-02 0.0000000e+00 -4.7439674e-02 M

INERTIA with respect to LCS2 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)
INERTIA TENSOR:

Ixx Ixy Ixz 1.0344896e+00 0.0000000e+00 -1.2186605e-01

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 1.7935719e+00 0.0000000e+00

Izx 1zy 12z -1.2186605e-01 0.0000000e+00 1.4614205e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS2 coordinate frame:
(KILOGRAM * M”2)

INERTIA TENSOR:
Ixx Ixy Ixz 9.3795366e-01 0.0000000e+00 2.5398594e-02

lyx lyy lyz 0.0000000e+00 1.4723852e+00 0.0000000e+00
Izx Izy Izz 2.5398594e-02 0.0000000e+00 1.2367697e+00

Clanek 2
momenty k lokalnimu ss

My = 4.2894906 - 10"

X0 = —7.2368752 - 10 2

Vo2 := 0.0000000

Ziop = —4.7439674 - 10" 2

Jo = 1.0344896
Jy2 = 0 Jyp = 1.7935719

Jgp = —1.2186605 - 10+ =0 Jp = 1.4614205

Prepocet momentii setrvacnosti k osam na momenty setrvacnosti k rovinam

Y2+ I2 - Je
oo = T
Xt22 ~0.072
I +do = Jy2 Vio2 5 0
y2:= P2 = 02 =
2 _
Zi97 0.047
Jo+dy2 - I 1 1
Jzz0 = —2
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Homogenni matice setrvacnosti

I Iy2 b2 M2 %22
Iny2 Jyy2 Jyz2  M2-Y2
Hy =
2 2 o Mp-z22
My - Xp2 Mp-Y2 M2-Z2o mp
1.11 0 -0.122 -3.104
0 0.351 0 0
Hy =
-0.122 0 0.683 -2.035
-3.104 0 -2.035 42.895
Clének TRAN3
A
g e
TRANS

MASS = 5.9261161e+01 KILOGRAM

CENTER OF GRAVITY with respect to LCS3 coordinate frame:
X Y Z 2.5740416e-03 0.0000000e+00 -3.7039760e-01 M

INERTIA with respect to LCS3 coordinate frame: (KILOGRAM * M"2)

INERTIA TENSOR:

IXx Ixy Ixz 3.3435680e+01 0.0000000e+00 1.9296398e-01
lyx lyy lyz 0.0000000e+00 3.4142950e+01 0.0000000e+00
Izx 1zy 12z 1.9296398e-01 0.0000000e+00 1.0075258e+00

INERTIA at CENTER OF GRAVITY with respect to LCS3 coordinate frame:
(KILOGRAM * M"2)

INERTIA TENSOR:

IXx Ixy Ixz 2.5305381e+01 0.0000000e+00 1.3646327e-01
lyx lyy lyz 0.0000000e+00 2.6012259e+01 0.0000000e+00
Izx 1zy 12z 1.3646327e-01 0.0000000e+00 1.0071331e+00
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Clanek 3
momenty k lokdlnimu ss

mg = 5.9261161 - 10"

_2
%33 = 2.5740416 - 10 ~

Y33 = 0.0000000000

233 = ~3.7039760 - 10

Ja = 3.3435680 - 10°

Jey3 = 0.0000000

Jy3 = 3.4142950 - 10"

o3 = 1.9296398 - 10 Jyz3 = 0.0000000

Jg = 1.0075258

Prepocet momentii setrvacnosti k osam na momenty setrvacnosti k rovinam

Jy3+Iz3-Ia
g = ——
2
Bt da -y
3= 2
I3 +y3— Iz
3 = ——————
2
Homogenni matice setrvacnosti
I3 I3 I3
H ny3 Jny JyzS
3 —
I3 Jyz3 Jzz3
M3 - %33 M3-Yt33 M3 - %33
0.857 0 0.193 0.153
0 0.15 0 0
Hs =
0.193 0 33286 -21.95
0.153 0 -21.95 59.261

X33
Y133

P33 =
%433

m3 - %33
m3 - Yt33
ms3 - 33

m3
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Vypocet zobecnéné sily pomoci Lagrangeovy pohybové rovnice Il. druhu

iiw[”#'l—[f'ui ]qk +iii”'[ufi'Hr'UE.’]-{i}-fal"j\- _i’”; -GI.-U;;-{F':){_ =7;

i=f k=l f=j k=1 =]

U1(1) = Apo - Dr- Ag1(1)

Uz1 (1) = Apo - Dr- Ao1 (1) - Ar2(t)

U2 (1) = Apo - A1 (1) - Dt A12(1)

U31(1) = Ao - Dr- Ao1 (1) - Ar2(t) - Axa(1)
Us2(1) = Apo - Ao1 (1) - Dt A12(1) - A23(t)

U3z (1) == Apo - Ao1 (1) - A12(1) - Dt- Az3(t)
U111 (1) = Apo - Dr- Dr - Ag1 (1)

U211 (f) = Apo - Dr- Dr- Ag1 (1) - A12(1)
U212 (1) == Apo - Dr- Ao1 (1) - Dt Ar2(t)

U221 (1) == Apo - Dr- Ag1(1) - Dt Ar2(1)

U222 () = Apo - Ao (1) - Dt~ Dr- A1a(1)

U311 (1) = Apo - Dr- Dr - Ag1 (1) - A12(t) - A23(1)
U312 (f) = Apo - Dr- Ag1(1) - Dt~ A12(t) - A2z (1)
U313 (1) = Apo - Dr- A1 (1) - A12(t) - Dy- Apa(t)
U321 (f) = Apo - Dr- Ag1(1) - Dt~ A12(t) - A2a(1)
U322 (1) = Apo - Ao1() - Dt- Dr- Ar2(t) - Axa(t)
U323 (1) = Apo - Ao1(t) - Dt Ar2() - Dy Axa(t)
U331 (f) = Apo - Dr- Ag1(1) - A12(1) - Dt Axa(1)
U332 (1) = Apo - Ao1(t) - Dt- Ar2(1) - Dy Axa(t)

U333 (1) = Apo - Ao1(t) - A12(t) - Dt - Dy~ Axz(t)

Prvni ¢len Lagrangeovy rovnice pro j =1

l =i f rr[L‘#.H,..lji ].._-'f,‘_

i=j k=l
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l31(t) =1t Ugpg(t) - Hy - U11(t)

Druhy ¢len Lagrangeovy rovnice

modii _
1,=3% er[u ;HUL }qi Q

i=j k=1/=

- ddaz () +r Ua (8) - Hp- U ()T - ddgy () ..
+tr\ Uz1.(8) - Ha - Upa (1) ‘ ddqz(t)+tr\u31<t) Ha - Usy (1) ‘ -ddq (1) -
+ 1l Uy (1) - Hz - Usp () . ddqz(t)+tr\u31<t) Hz - Us3 (1) ‘ -ddg3(t)

l12() = Upz () -Hy - Upr (97 - dag (9 -dag (9 + ¥ Upg (9 Hp - Upag (07 - d (1) - dan (t)

£ Upg(t) - Hp -
£t Upg(t) - Hp-
+1rl Uga (1) - Ha -
£ Ugg(t) - Hg-
£ Ugg(t) - Hg-
1 Usy (1) - Ha -

Uz12(t)
U222 (1)
Us12(t)
Us21 (1)
Uz23 (1)
Usz2 (1)

T A A4 A4 4

Treti clen Lagrangeovy rovnice

L
_ r
li3= E m G .
i=l

E;‘; (P: )r

-dgz(t)
-dQ2(U
'dQ2(0
-dQ1(0
-dQ3(U
-dgz(t)

~dag () + tl Upg (1) -
~dap(t) +1rl Usy ()
~dag () + trl Ugg (1) -
~dap(t) +1rl Usy ()
~dap(t) +1rl Usy ()
~daz(t) +trl Usy ()

g = 9.80665

-dgy (1)
-dqgy (1)
-dqgz(t)
-dgz(t)
-dqgy (1)
-dqgz(t)

T T T
l13() =my -G - U1 (t) -Ppg+ mp-G - Upg (1) - Pz + m3- G - Uzq (1) - P33

Zobecnéna sila v kloubu 1

1L (1) = 112(0) +112(1) —113(1)

-dga(t) .
~dgq(t) .
-dgq(t) .
-dga(t) .
-dgz(t) .
-dqgz(t)

196



Prvni ¢len Lagrangeovy rovnice proj = 2

"

”—ZZIP[L H,.U} |4,

i=j k=]

lo1 (1) =tr Upo(t) - Hp - %ﬂﬂ
+1r Usp(t) - Ha - U1 () ‘ ddql(t)+tr\u32<t) Hs - Usa (1) ‘ - ddq2 (1) .
+1r Uz (1) - Ha - Usa(t) J - ddgs(t)

Druhy clen Lagrangeovy rovnice

1

i=jk=]{=]

Y

0|0|<M(t)+tr Uzzﬂ) Hp - Uzzﬂ)‘

| U, HU Jad

ddQ2(U

ba(8) = 1 Upa() - Ho- Up1n (97 - dag (8- dag (8 + ¥ Upo(9) - o - Up1o () - dip(t) - dan (1)

£l Upa(t) -
£ Ugp(t) -
+1r Ugp(D) -
+1rl Uga() -
£ Ugp(t) -
+1r Usa (1) -

Treti clen Lagrangeovy rovnice

lj3 =§rl.=.i'.rJ..G"r.IJ{.I.(p:)f

-dqgy (1)
-dgy (1)
-dqgz(t)
-dgz(t)
-dqgy (1)
-dqgz(1) -

~dap () + trl Upp(t) -
~day (1) +1rl Usp ()
~day (1) + 1l Usp ()
~dap (1) + trl Ugp(t) -
~daz(t) + trl Ugp(t) -

das(1)

T T
lo3(t) =mp-G - Upo(t) - Pop + mg- G - Uzp(t) - Pra3

Zobecnéna sila v kloubu 2

T2 (1) = 122(1) +122(t) —l23(1)

I T T T T

> -

3 -

3

-dgz(t)
-dgz(t)
-day (1)
-dqgz(t)
-dgz(t)

-dgo(t) .
-dgq(t) .
-dga(t) .
-dgo(t) .
-dgz(t) .
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Prvni ¢len Lagrangeovy rovnice pro j =3

"

f,—Zer[L H,.U} |4,

i=j k=]

131 —tr\uss(t) Hz - Usy (1) ‘ ddql(t)+tr\u33<t) Hz - Usa (1) ‘ -ddga (1) -
+1r Usa(t) - Hg- Usa(D) || - ddga(t)

Druhy clen Lagrangeovy rovnice

noori

"II,I'I = Zz Z”[UUH:U:"U :|E:I'I.l' '-?.'l

i=j k=1 =

l32(t) = Usg(t) - Hg - Usga (1) L dga () - dql(t)+tr\u33(t) Hg - Us1o (1) - daz(t) - dag (9 ..

+tr Us3(t) - Ha -
+ tr Uz3(t) - Ha -
+ tr Uzz(t) - Ha -

+tr Uzz(t) - Ha-

Us13 (1)
Us22 (1)
U331 (1)
Us33 (1)

Treti clen Lagrangeovy rovnice

n
— r
li3= Zm,..ﬂ .
i=I

I33(t) == mg- G- Uz3(t) - P33

E;‘; (P: )r

Zobecné na sila v kloubu 3

3L () = 131(1) +I32(1) —I33(1)

4 4 H4 4

- das(t) - dQ1(t)+tr‘U33(t) Hz - Us21 (1) ‘ ~dag (1) - dgz(t) .
~doz(t) - dQ2(t)+tf‘U33(t) Hz - Us23 (1) ‘ das(t) - daz(t) .
~dag (1) - dQ3(t)+tf‘U33(t) Hz - Usz2 (1) ‘ daz(t) - daz(t) .
-dgs(t) - dgz(t)
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TL(t) =
243.596
243.12
241.71
239.418
236.333
232.571
228.277
223.617
218.77
213.922
209.258

T2 (1) =

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.513-103

250

240

230

T (1)

220

210

200

1.55x 103

1.54x10°

153x10°
2L (1)

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.513-103

1.52x 103

1.51x 103

15x10°
0

0.05 0.1 0.15

0.2

0.05 0.1 0.15

0.2
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t31(t) =

295.551

296.063

297.582

300.063

303.43

307.583

312.402

317.757

323.506

329.509

335.633

340

330

320

3L (1)

310

300

290

0.05

200

0.15

0.2
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